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���� �� ��������� ���� ������ ������� ��� ������������ �� �� �����
��� �� �� ����������� �� ������������� ����������� ���������� ����
����� ���� �� �� �������� � ��� �� �������� �� ��������� ������� ���
��������� ��������� ������������� ��� ���������� �� ����������� ��
��������� ����������� �� ������������ ���� ������ ���������� �������
��� �������������� ��� ������������ �� ������� �� ������� ������� ����
������ �������� ��� ���������� �� ����������� ���� �� ������������ ��
������� ����������� ���� ������������ ���� ��� �������� ��������
����������� �� ��������������� ����������� ���� ��� ������� �������
���� �� ������� ���� ���� ���������� ������� �������� ���������������
���������� �� ��������� ����������� �� ������� �� ������� ���� �� ����
������������ �� ����� �������� ����� ��� ���������� �� �����������
�� ������� ���� ���� ���� ���������� �������� ���������� ����������

�������� ���� � ����� ���� �� �������� �� ���� ���� ��������
����� ���� �� �������� � T = R� K = Z/2Z� �� ��� ���������� ��
����������� �� Dgm� ������������ �� ��������� ���� �� ���� ��� �����
������� ��� ������ ���� ������

���� ����� �� ��������������� ����������� ���������� � ��
������ ��������� ��� ��� �������� ���������� f̂θ : Rd → Y � θ ∈ RN �
�� N ∈ N∗ ������� �� ������ �� ���������� �� ������� �� Y ���
�������� ��� ������������ ����� ��� �������� ��� ���� ���������� ��
���� ���������� �� ��� �� �� ����������� ���� ������ �� ������� � ����
���� ��� ������� ����� �������� ���������� f � ������� �������� �� �����
�� �� �������������� ���� ������ Y = {l1, . . . , lC} �������� C �������
���� ��� �������������� ����������� ����� ����� ������ ��� �������
Y = {�����, �����}�� ���� �� ����� �� �������������� ���� �� �����
�� �� ��������� ���� ������������ ��� ���������� ���� ����� ������� ����
���������� {1, . . . , C}�

���� ���������� �� ���� �������� �� ��������� �� ������������
���� ����������� ��������� �������� � �������� ��� ������� ���
������������ �� ���� ��� ������ ����������� ��� ��� �������
Dn = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ⊂ Rd × Y ��� ��� ���� ��� ������
����� �������� ������� ��������������� ������������� ���� ������� �
�������� �� �������� �������������� ������� �

���� θ⋆ = argmin
θ∈Θ

1

n

nX

i=1

L(θ, xi, yi),



������� ����������� �� ������� ��

��Θ ⊆ RN ��������� ���������� ��� ����������� �� L : Θ×X×Y →
R ��������� �� �������� �� ������

������� ���������� � �� ������ �������� ��� ����� ����� ��� �����
���� �� �� ����� f̂θ(x) = ⟨θ, x̃⟩� �� x̃ = [1, x1, . . . , xd]

T ��� �� ������
�� ��������� N ���� ���� d + 1�� ��� �������� ���� �� ����� �� ��
���������� �������� ��������� ��� �� ������� ��� �������� ������� ��
������� �� ������ �������� ���� �������� �� ����� ����� � �� �����
����� �� ����� ����� �� ���������� �� ������ �� �� ������ �������� �
L(θ, xi, yi) = (f̂θ(xi)−yi)

2� �� �������� �� �� ��� �� ����� ��� �������
�� �� ���� ������� ��� �

θ⋆ = (X̂T
n X̂n)

−1X̂T
n Ŷn,

�� X̂n ∈ Rn×d ��� �� ������� ���� ��� ������ ������������� ��� xi� ��
Ŷn := [y1, . . . , yn]

T �
���� �� ����� �� �� ������������� �������� ������������ � ���� �����

������ c1, c2� �� ������ �������� ������� ��� �� ������ �� ����������
���������� ����� ������ ��� ���� ��� ���� �� ������ �� ������������� ���
��� ������ ��� ������ �� ���������� ����� ������������ ��������������
� ����� ��� ����������� ���� ������������� ���� �� ����� x ���� ��
��������� y ��� ��������� �� � �

f̂θ(x) := argmax {P(y = c1|x, θ),P(y = c2|x, θ)}

=argmax

�
1

1− exp(−⟨θ, x̃⟩) , 1−
1

1− exp(−⟨θ, x̃⟩)

�
.

���� �� ���� �� ����� ������������� θ⋆ ���� ���� ������� ���
����������� �� ��������� ����� �������� �� ����� �������� ��
�� ����������������� �� ������ ��� ��� ������� ��������������
L(θ, xi, yi) := −log(P(y = yi|xi, θ))�
�������� � ������� �� ��������� � �� ����� ��������� �� ����������
���� ������� �������� � ������ ���� ������ �������� ��������� ������ ���
�� ��������� ��� ����������� ��������������� � ���������� ������� ���
������ �� �������� �� ���� �������� ��������� ���� ��������� �

f̂θ(x) = signe(⟨θ, x̃⟩),
��� ���� ����� ������� ����������� �� ��������� −1 �� +1 ���� �����
���� ��� ���� ����������� �� ���� ����� �������� � ��������� �� �����
L(θ, xi, yi) = 1 − yif̂θ(xi)� �� ������ ���� ��� ������� ������������
����������� �� ������ ��������� ���������� ��������� ��� ��������� ���
����� ����� ��� ��� ������� ��������������� ������ �� ���� ��� �������
�� ����������� �� ��������� �� ��������� ���� ��� ������� ������������
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��� ���� ������� ��������� ��� ������ �������������� � ������������
���� �������� ���� �� ����� ��� ���� ������ �� ����������� �� ����
����� ������� ���� �� �� �������� �������������� ����������� ���
�������� ������������� ������� ���� �� ������ ���� ��� ������� �����
���� ����� ������� ��������� ���� �� ���� ������� ��� ��������� ���
�� ������� ���������� ������� ��� ������� �� ���� ��� ������������
����������� �� ���� ���� �������� ��� ���������� �� �������� �������
�������� ����������� �� ���������� ��� ������ � ���� ��������� ��� ��
��� ���������� �� ����� �� ����� �� �������� ��� �������� � ������ �����
�� ������� ��� ������������

���� ������ ���������� ��������� ������������ ��� ������� ����
��������� ��� ���� ��������� ���� �� ������������� ����� �� ������� ���
���� ��� ������� ���������� �� ������� �������� � �� ������������

������ ��� ���� ������� �������� � �� ��� ������� ������������� ���
���� ������� ��� �� ������ ��� ���� ������� �������� ���� k ∈ N∗� ��
������ �� ������������� � k ������� ��� �� ������ ������� �

f̂Dn
θ (x) = argmax

1≤c≤C
card({(xi, yi) ∈ Dn | yi = c �� xi ∈ Nk(x)}),

�� θ = {k} �� Nk(x) ������ ��� k ���� ������� ������� �� x ����� ���
������� ���������� �� ������ �������� ���� ����������� ���� �������
�� ��������� ���� ����� x� � ������� �� ��������� �� ���� ���������� ��
��������� ������������ ����� ��� k ���� ������� ������� �� x� ���� ��
����� ��� �� ������ �� ������� ��� �� ��������� k ∈ N∗� ���� ��
������ �������� k⋆ ���� ��������� ��� K����������� �������� ��������
���� �� ������������ ��� ������� �������������� �� K ��������������
D1, . . . ,DK ��� �������� �� ���� �������� �� �� ����������� �� k⋆ ��� ���

������ �� �������� �� ����� L(θ, xi, yi) = δ
n
f̂
D−ji
θ (xi) = yi

o
, �� ji ���

����� �������� �� ������������� ��� �������� (xi, yi)� D−ji := Dn \Dji �
�� δ{A} = 1 �� A ��� ������ δ{A} = 0 ������ �� ������ ���� �������� ��

������ �� ������ ��� ��� �������������� ��� ��� f̂Dn
θ (xi) = yi ��� ���

������� � �� ��� ���� ���������� �� ������� �� ������������ �� f̂Dn
θ ��

�� �������� ��� ��� ������� ��������� ���� �� ����� ���� �������� ������
�� �������� ��� ���� ������� �� ������� ���� �������� �� ����������
��������� �� ������� � �� ����� ������� ��� ���������� �� ��������������
��� ��� ����������� �� ��������������� ������������ ��� ��������� ��
������ ��� ����� �� �������� ��� �������� ��������������� �� ��� ���
������������� ��� ������� ���������������

������ ����������� � �� ����� ������ ������������ �������� �� �����
��������� �������� � ������� ��� ������� ������� ����� ��� ��� �������
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�� ������ ������� �� ������������� ���� �� ������ ����� �

f̂θ(x) =

JX

j=1

θjδ{x ∈ Rj},

�� θ = {(θj , Rj)}1≤j≤J � J ∈ N∗� �� ������ Rj ���������� � ��� ���

���� ������������� �� Rd �� �� ����� Rj = {x ∈ Rd |αj
1 ≤ x(1) ≤

βj
1, . . . ,α

j
d ≤ x(d) ≤ βj

d}� ��� ���� ������������� ����� �� ����� ����

����� ������� A �� ��������������� �� Rd� ���� �� ����� ��� ��� ���
�������� θj ���� ����� A ���� �� ������� ��� ������� ������� ���� ���
������ �� ����������� �� ��� ���������� ���� ��� ������ �� ��������������
�� ������� ���� ��������� ������ ��� ��� ������ αj ,βj� ��� ��� �������
�������������� �� ���������� �� ������ �� ������� �� ������� ������
���� ���� ��������� �� ����� L(θ, xi, yi) = δ{fθ(xi) = yi} ����� ���
������� �� ������� ������ �� ��������� ��� ������� ������� ����
����� ��������� ��� ������������� �� ������������ ���� �� �������� ��
������� ���������� ��� ������� ������������ �

f̂θ(x) = argmax
1≤c≤C

card({A ∈ A | fθA(x) = c}),

�� θ = A ��� ��� ������� ���� �������� ������� ����� A ����� ����
���������� θA� ��������� ��� ��� ����������������� ��� ������� �����
���������� ����� ������ �� ������������������

������� �� ��������� � ����� ��� ����� ������� �� �������� ���
������ ����� ��� ���� ��������� ������������� ��� �� ������� ����������
��� ������� �� ��������� �� ������ �� ������ �� �������� ������ ����
���� ������ ��� ������������ �� ������� ��� �� ������ �� �� ����� �

f̂θ(x) = f̂WJ ,bJ ,σJ
◦ · · · ◦ f̂W1,b1,σ1 ,

�� θ = {(Wj , bj ,σj)}1≤j≤J � J ∈ N∗� �� ������ �������� f̂Wj ,bj ,σj
�

������� ������ �� ������ �� ������ lj ∈ N∗� ��� ������ ��� �

f̂Wj ,bj ,σj
(x) = σj(Wjx + bj)� �� Wj ∈ Rlj×lj−1 ��� ��� �������

�� ������ bj ∈ Rlj ��� �� ������ �� σj ��� ��� �������� ������������
������������ ������ ��� ������� ��� �������� ��������� ��� ��������
���� σj(x) = max {0, x}� ����� ���������� ��� l0 = d ��� �� ������
���� ��� �������� �� ��� �� ������ �� �� �������� ������ lM ���� 1 ����
�� ����������� �� C ��� ������ �� ����������� ���� �� ��������������
������ ��� �� ������ ������������������ �� ������ � �� ����������
�� ������ ������������� �� ����� ������� ��� ��� ����������� ������
��������� �� �� ����� ����� � ��� ���� ���������� �� ����������
����� ������������ ��� ������� �� ������ ������������ �������� ��
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������� �� �������� �������� ������������� ���� ����������� ������
������� ��� ���������� �������� W ⋆

j , b
⋆
j ���� �� ������� ������� ���

�������� �� �������� ����� ���� �������� ��� �� �������� ��������
�� ������� �� ������� ������� ��� ������� ����� ������������� ��
����������� ���� �� �������������� ��� ����� ������� �������� ������� �
L(θ, xi, yi) = −PC

c=1 f̂θ(xi)(c)log(OH(yi)(c))� �� �� ������� ���
�������������� ������� �� yi� ������������ �� ������� �� ������ C ����
������ ��� ����������� ���� ������ � ����������� �� �� ���������� yi
��� ���� 1� ���� �� ����������� �� ������� ������������ �� ����� ���
�������� ������� ������ ��������� ��� ��� ������� ����� ��� �� ������
�� ������� ���� ��� ��������������� ��� ���� ���� ����� ���������
��� ���������� ��������

{ }, , , , ,

������ ��� �������� �� ������� �� �������������� �� ��
����� ����������� ��� �� ����� �� ���� �������� ��� ���
������� �������� ����� �������� � ������� �� ��������
�� ����� ������ ������� �� ������ ������� �������� ����
������ �� ������������� � ��� �������� �������� ����� ���
���� �� ������ �� �������� ������������ �������� � ������
�������� ���� ������ ��� ������� ���� �������� ��� �� ����
���� x + y = 1, x, y ≥ 0 �� ����� �� �������� �� ��������
�� ����� ��������� ��������� �� ������ �� ������� ��� �������
�������� ���� ������ ������� �� �������������� �� ������
�������� ��� �� ����� �� ���� ���� ������� ���� �� �����������

��� �������� �������� ���������� � �� ��� ���� �������� �� ��������
�� ����� Ω(θ) �� �������� ������� ����� �� ����� �� ��� ����������
�� ������ �� ���� ��� ����������� �� ������ ������� � ��� ����� ��
����������������� �� ����������� ����� �� ������ �� ���������� N ���
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��������� �� ������ �� ������ n� ��� ������ ���� ������� ������ ��
��������������� �� ������������� ������� � �� ����� � �� � �� θ ���
����� �� ������� �� RN ��

���� �������� ��������������� ����� ���������� ��� ����
������� �� ������������ � ��������� ���������� ���� �� �����
��� ���������� �� ������������ �� ��������� ��� ���� ������� ���������
��� ������� ���������� ��� ��� ���������� �� ����������� ����� ��
���������� ����������� ���� ��� ������� �� ����� �� ���� �� �������
�������������� �� ���� ������ �������� ��� ���������� � ��������� ������
�� ������ ��� ���� ������ �� �������� �� ���������� �� �� ������ ��
����� ��� ��������� ���������� ����������� ��� ����������� ��� ������
��� ������� ���� ������ ���������� ��� ������������ ������������� ���
���������� �� ����������� �� ���� ������� ���������� ���� ������� ���
������� �� ������� ��� ������ �� ��� ��� ������ ����������� � ����
������ ����� �� �� ������ ��� ����� ���������� ������� ��� �� �����
�� ������� �� ��������� �� ������������ �� ��� ���� ���� ��������
���� ����������� ������������ �� ����� ������� ��� �� ������ ��� ��
���������� ��� �������

�� �������� ���������� ��� ������� ���������� ��������� ���� �� ����
���� ���������� ����� ���������� ���� ���� ����������� ��� ��� ��� ����
���� ������ ��� �������� ���������� � ���� ��� ������� ���� �� ����
����� ��� ����������� ��� ������ �� ������� ���� ����� ����� ����
��������� ���� ���� �� �������� ���� ��� ���������� �� ������������
��� ��� ����� ��� �� ����������� ���� �������� ���� ������������� ��
�������� ��� �� ������ �� ������ ������� �� ������� �������� ����
��� ����������� �� ���� ��� ������� ���������� �� ������� ��� �����
�������� ���� �������� � ����� ��� ������ �� �� ����������� �� ���������
����������� �� ������� ��� ��������� � �� ��������� �� �����������
����� ��� ���������� �� ������������ ������������ � �� ��������� ��
��������������� ���������� Φ : Dgm → Rd� �� d ∈ N∗�

�� ���� ����������� ��� �� ���� ������� ��� ��������������� ���
���������� �� ���������� ������������ ��� ��������������� ���� ���������� �

∥Φ(D)− Φ(D′)∥p ≤ Kdq(D,D′),

�� 1 ≤ p, q ≤ +∞ �� K ��� ��� ��������� ����������� ��������� ��
����� ���� q = +∞ �� �� ����� �� �������� �� ��������� ����� ����
������� �� ������������ ����� �������������� ���������� �� ���������
��������� ∥Φ(D(f))−Φ(D(g))∥p ≤ K∥f−g∥∞� �� ���� ���� ���������
��� �������������� ������ ��� �������� ���� �� ������ ���� ����������



������� ����������� �� ������� ��

Pied

Tête Torse

Main
Catégorie = ?

������ ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� �������
������ �� ������ �� ���� ��� ��� ���������� �� ������������
� ������ �� ���������� ������ �� ������ ����������� ��������
������ ������ �������� �� ���� �������� ��� ������������ ���
������ ���� �� ����� �� ���������� �� ������������ �� ���
�������� ���� ������� ��� ���������� �� ������ ��� �� ������
��������� �������� ��� ��� ���������� �������������� ������

����� ��� ��������������� ����� ��� ���� ��������� �� ��������� �������
����� �� ��������

��������� � �� ���������� � ��� ������� ������ ���� ������ �� ���
��������� ��� ���������� �������� ���������� � ����� ��� ��������� �
�� ����������

��������� ���� � ���� D ∈ Dgm� �� ����� ��������� uD ��������
� D ��� ������ ��� �

uDk = kmax {∥p− π∆(p)∥∞ | p ∈ D},

�� kmax ������� �� k���� ������� ���� ��������� �� ���� �� �������
���� ��� uDk = 0 ���� k > card(D)�



������� ����������� �� ������� ��

�� ��������� ���� �� ��� �� ������� �� ���������� �� �����������
D1, . . . , Dn� �� ������� ��� ������ � �� ������� ����� �������� T ∈ N∗�
��� ���� ����� ������� ���� � max {card(Di) | 1 ≤ i ≤ n}� ��������
uDi,T ��� ������ ���������� ����������� ����� ��� �������� �� RT �

����������� ���� � ���� ���� D,D′ ∈ Dgm� �� � �

∥uD,T − uD
′,T ∥∞ ≤ 2db(D,D′).

�������������� � ����������� ������� �� ��� ��� ������ ��� �����
������ �� ��������� ������� �� uD ���� ���� �� ����� ��� D �

D = {pk | 1 ≤ k ≤ card(D)} ��� ��� uDk = ∥pk − π∆(pk)∥∞.

�� �� ���������� ���������� ��� ����� ũD
′
� ������ �� ��� ������ ����

C ��� �������������� ��������� ����� D �� D′ ��� ������� db(D,D′)�
��������� card(D) ≤ card(D′)� ���� k ∈ N∗� ��� ��� k ≤ card(D)�

�� �� ������ p′ ∈ D′ ��� ��� (pk, p
′) ∈ C� �� ������ γ(pk) = p′� �� ��

����� ��� �� ��� ������������� �� pk ��� ������� ���� �� ����������� ��
������ γ(pk) ����� �� ��� ������ �� D′ ����� ������� � �� ����������

�� ������ �� ����� ������� ��� γ ���� ���������� �� ������ ������� ũD
′

k :=
∥γ(pk) − π∆(γ(pk))∥∞� ���� card(D) ≤ k ≤ card(D′)� �� ������� ���
��������� � �� ��������� ��� card(D′) − card(D) ������ �������� ��

D′ ��������� �� ������� ����������� ���� ������� ��� ������� �� ũD
′
�

�� ���� ���� k > card(D′) �� ������ ũD
′

k = 0� �� ������������ ��

ũD
′
���� card(D) > card(D′) ��� ���������� � ������ ����� ������� ���

��������� � �� ��������� ��� ������ �� D′ ������� �� ���������� γ ���
��� card(D′) �������� ������ �� D� �� ����� �������� ������� �� �����

���� ��� ������� ������� �� ����� ũD
′
��� ���� ��� ����������� ���

������� �� uD
′
�

���� k ∈ N∗� ���� ������� |uDk − ũD
′

k |� ����� ��� ���� ����������
� ���� |uDk − ũD

′
k | = |∥pk − π∆(pk)∥∞ − ∥γ(pk) − π∆(γ(pk))∥∞|

���� (pk, γ(pk)) ∈ M � ������ �� � ���� ����������� ������������� �

∥pk − π∆(pk)∥∞ − ∥γ(pk)− π∆(γ(pk))∥∞
≤ ∥pk − γ(pk)∥∞ + ∥γ(pk)− π∆(γ(pk))∥∞
+ ∥π∆(γ(pk))− π∆(pk)∥∞ − ∥γ(pk)− π∆(γ(pk))∥∞

= ∥pk − γ(pk)∥∞ + ∥π∆(γ(pk))− π∆(pk)∥∞
≤ 2∥pk − γ(pk)∥∞
≤ 2db(D,D′).

��� ��������� �� ������� ��������� |uDk − ũD
′

k | ≤ 2db(D,D′)�



������� ����������� �� ������� ��

� ���� |uDk −ũD
′

k | = |∥pk−π∆(pk)∥∞−∥γ(pk)−π∆(γ(pk))∥∞| ����
pk �� γ(pk) ���� ��� ���� �������� � �� ���������� ����� �� � �
|∥pk −π∆(pk)∥∞−∥γ(pk)−π∆(γ(pk))∥∞| ≤ ∥pk −π∆(pk)∥∞+
∥γ(pk)− π∆(γ(pk))∥∞ ≤ 2db(D,D′)�

� ���� uDk = 0 �� ũD
′

k = 0� �� ������������� �� ����� ���

������ ���� ���������� �� ������� ���� ������� |uDk − ũD
′

k | ≤
db(D,D′) ≤ 2db(D,D′)�

������ �� � ∥uD− ũD
′∥∞ ≤ 2db(D,D′)� �� �������� ���� �����

����� �� ���������� ��� ����� ��� ������� ����� ����� ��� ���
��������� �������������� ��������� ������ �� �������� �

∥uD,T − uD
′,T ∥∞ ≤ ∥uD − uD

′∥∞ ≤ ∥uD − ũD
′∥∞ ≤ 2db(D,D′).

���� �� ����� ��� �� ���� ����� ��������� ��� ������ ���� ��� ����
������ ��������� ����� ��� ��������� ������ �� ���������� �� ���� ���
��������� � �� ���������� ���� �������� �� ��� ������ ���� ��� �����
�� ����� ���������������

�� ��� ��������� ����� ��� ������������ �� ��������� ��� ��� ����
������ �� ��� ������ � �� ���������� ����� ��� ��������� �������� �����
��� ������� ����� ��� ��� �������������� ��������� � �� ���� ���� �����
������ ���������� ��� ���������� ��������� ���� ��� ���������������
��������������� ���� ������ ��� ���� ��� ������� �� ���������� ���
������ �� ���� �� �� �����������

������ �� ������������ � ��� ����� ����������� ���� �������������
��� �� �������������� ����������� ���������� ��� ����� �� ��� �������
�������� ���������� � ����������� ��� ���������� �� ����������� ��
��������� ������������ �� ���������� ��� ������ ��� ���������� ����
��� ����������� ����������

��������� ���� � ���� D ∈ Dgm� �� ������� �� �����������
Iρ(D;w,σ) �� ���������� w : R2 → R �� σ > 0� �������� � D� ��� ��
�������� �������� �

ρ(D;w,σ) :





R2 → R

x 7→
X

p∈D
w(p̃) · 1

2πσ2
exp

�
−∥x− p̃∥22

2σ2

�

�� p̃ = (px, py − px) ��� ����� ������� ��� �� ��������� �������� �����
��� �����������



������� ����������� �� ������� ��

�� ��������� ���� ������ ������� � ����� ��� ��������� ������������
�� ������� ������� ����������� ��� ���������� �� ��� ��������� ��� ���
����� ����� ������ ������ ��� �� ���� �

��������� ���� � ���� D ∈ Dgm� ���� G = {gi,j = [ai, ai+1] ×
[bj , bj+1] | a1 ≤ · · · ≤ ap+1, b1 ≤ · · · ≤ bq+1} ��� ������ �� ������ p× q�
p, q ∈ N∗� ������� �� ����������� I(D;w,σ) ∈ Rpq �� ����������
w : R2 → R �� σ > 0� �������� � D� ��� �� ������� ���� ��� �����������

���� ������� ��� I(D;w,σ)(gi,j) =
R ai+1

ai

R bj+1

bj
ρ(D;w,σ)(x)dx�

���� �� ����� ��� �� ������� σ �� �� �������� �� ����� w ���� �������
�� ����� �� �������������� �� ������� ���� ��������� ����� ��� ���
������������� ���� �� ���� ��� ���� ��� �� ��������� ��� ��� �������
���������������� ���� ��� ������� ��� ���������� �������� �� ���� ���
������� ��� ������� �� ����������� ��� ������ ��������� �� �� ��������
�� ����������� d1 ������� � ����� ��� ���������� �� ������������ ����
��� ��������� �� ����� ���� ���������

����������� ���� � ���� w ��� �������� �� ����� ����� ��� w(p̃) = 0
���� ���� ����� p̃ ��� ��� p̃y = 0 ������������� ��� ��� p ���� ��� ��
����������� ���� ���� D,D′ ∈ Dgm� �� � �

∥I(D;w,σ)−I(D′;w,σ)∥1 ≤ ∥ρ(D;w,σ)−ρ(D′;w,σ)∥1 ≤ Kd1(D,D′),

�� K =
�
supu∥∇w(u)∥+

q
2
π
∥w∥∞

σ

�
�

�������������� � �� �������� ��������� ��� ��� ����������� �������
�� ∥I∥1 =

P |
R R

ρ| ≤ PR R
|ρ| = ∥ρ∥1� �������� ���� �� ��������

���� ��� �������� �� ������������ �� ������ ��� ����� ��� �� �����
�������� ���� �� ������ ��� ������� �� �������� �� ������� ����� ������
�� ���� ����� ����� ��� �

����� ��� �������� � ���� p, p′ ∈ R2� ����� �

w(p) ·
1

2πσ2
exp

�
−∥ ·−p∥22

2σ2

�
− w(p′) · 1

2πσ2
exp

�
−∥ ·−p′∥22

2σ2

�
1

≤
 
supu∥∇w(u)∥+

r
2

π

∥w∥∞
σ

!
∥p− p′∥2.



������� ����������� �� ������� ��

���� C ��� �������������� ��������� ��� ������� d1(D,D′)� ����

Np̃,σ := 1
2πσ2 exp

�
−∥·−p̃∥22

2σ2

�
� ������ �� � �

∥ρ(D;w,σ)− ρ(D′;w,σ)∥1

≤


X

(p,p′)∈C
w(p̃) · Np̃,σ − w(p̃′) · Np̃′,σ


1

+


X

p∈D\im(π1)

w(p̃) · Np̃,σ


1

+


X

p′∈D′\im(π2)

w(p̃) · Np̃′,σ


1

≤
X

(p,p′)∈C

w(p̃) · Np̃,σ − w(p̃′) · Np̃′,σ

1

+
X

p∈D\im(π1)

w(p̃) · Np̃,σ − w(π̃∆(p)) · Nπ̃∆(p),σ


1

+
X

p′∈D′\im(π2)

w(p̃) · Np̃′,σ − w(π̃∆(p
′)) · Nπ̃∆(p′),σ


1

��� π̃∆(p) := (π∆(p)x,π∆(p)y − π∆(p)x) = (π∆(p)x, 0)

�� ���� w(π̃∆(p)) = 0 ��� ������������ ���� π̃∆(p
′)�

≤
 
supu∥∇w(u)∥+

r
2

π

∥w∥∞
σ

!

| {z }
=K

(
X

(p,p′)∈C
∥p̃− p̃′∥2

+
X

p∈D\im(π1)

∥p̃− π̃∆(p)∥2 +
X

p′∈D′\im(π2)

∥p̃′ − π̃∆(p
′)∥2)

������� �� ����� ���

≤
√
5Kd1(D,D′) ��� ∥p̃∥2 ≤

√
5∥p∥∞.

�� ���� ����������� �� ������������ ��� �������� �� ������ �� ����
�������� � �������� ��������� ��� ��� ������������ ����� ���� ��������
��������� �� ������ ���� �� ��� �������� �� ������� ��� ��������� ��
��������� ������ ���������� ��� ��������� �� ����� ��� ������� ���� ����
���� ��� ������ ��� ������� ���� ����� ��� ��������� ����� �� �� ����
������ ���������� � �� ��������� ��� ���������� �� ������������� ���
�� ������ ���� ����� ��� ������� �������



������� ����������� �� ������� ��

�������� �� ������������ � ����� ��� �������� ������������ ����
�������� ��� � ������� ������� ���� �� ������ �� ������ ��� �������
�� ������������

��������� ���� � ���� M = {{Mt}t∈R, {mt,t′}t≤t′∈R} �� ������
�� ����������� ������ ��� R� ���� t < t′� �� ������� βt,t′(M) :=
rank(mt,t′) = dim(im(mt,t′)) �� ������ �� ����� ���������� ����� t
�� t′� �� k���� ������� ���������� �� �������� �� M � ���� k ∈ N∗�
��� �� �������� �

λM
k :

(
R → R
t 7→ sup {s > 0 |βt−s,t+s(M) ≥ k}

�� ���� �� ������� ��������� ��� ��� ��������� ������� ������� ��
������ �� ������ ��� ���������� �� ����������� ���������� �����
��� ������ �� ��������� ����� ������� ��� ��� ������ ��� ����������
�� ������������

�������� ���� � ���� M �� ������ �� ����������� ���� �� ���� D
��� ��������� �� ������������ ������� ��� �

λM
k (t) = kmax {Λp(t) | p ∈ D},

�� Λp(t) = 0 �� t ≤ px �� t ≥ py� Λp(t) = t− px �� px ≤ t ≤ px+py
2 ��

Λp(t) = py − t ��
px+py

2 ≤ t ≤ py�

��������� �� �� ��������� ��� �������� �� ����������� ��� ��� �������
�� ����� ����������� ��� ������� �������� ���������������� �� ������
�� �� ��������� ��� ���������

����������� ���� � ������ M = {{Mt}t∈R, {mt,t′}t≤t′∈R} �� M ′ =
{{M ′

t}t∈R, {m′
t,t′}t≤t′∈R} ���� ������� �� ����������� ��� ������� ���

R� �� ������ D,D′ ����� ���������� �� ������������ ���� k ∈ N∗�
������ �� � �

∥λM
k − λM ′

k ∥∞ ≤ db(D,D′).

�������������� � ���� t ∈ R �� ε = db(D,D′) = dI(M,M ′)� ������
���� ��� λM

k (t) ≥ ε� �� ���� s > 0 ��� ��� λM
k (t) ≥ s ≥ ε� ������ ��

������ ��� �������� �������������� ��������� {ϕt}t, {ψt}t ������ ��� ����



������� ����������� �� ������� ��

� �� ��������� ���������� ������� �

M ′
t−s+ε M ′

t+s−ε

Mt−s Mt+s

m′
t−s+ε,t+s−ε

ψt+sϕt−s

mt−s,t+s

������ �� ������� βt−s+ε,t+s−ε(M ′) ≥ βt−s,t+s(M) ≥ k� ���� ����

������ λM ′
k (t) ≥ s − ε ���� ���� s� �� ���� λM ′

k (t) ≥ λM
k (t) − ε� ��

λM
k (t) < ε� �� � ������������ λM ′

k (t) ≥ 0 > λM
k (t) − ε� ����������

����� ���������� �� M �� M ′� �� ������� �� �������� �������

���� �� ����� ��� ����� �� �� ���� ������� ��� ���� ��� ������
�� ������������ �� ��� �������� �� ������ ��� ����������� �� �����������
�� ������� ��� ��������� ����� ����� �������� ����� ��������� �� �����
������� � ��������� �� ���������� �� ��� �� ����� �������� �� �������
��� ��������� �� ����������� ����������� ������������ �� ����� �� ���
���������������� ���� ��� �� ����� ������ �� ��� �������

. . .

������ ��� �������� ��� ��������������� ���������� ����
������� ���� �� ��������� ���� �� ��������� �� �����������
����� ����� �������� �� ���� ������� �� ����� �� ��� ���������
� �� ��������� ����� ������ �������� ��� ��������� ���������
��� �������� �� ��� ������ �� ����������� �� �� ����������
������ �������� �� ��� ����� �� ����������� ����� ��������

�� ������� ��������� ���� ��� ��� ��������� ����������� �� ������ ��
����������� ����������� ���� ������������� ��� �� ����� ��� ���������



������� ����������� �� ������� ��

������� ��� ��������������� ��� ����� ������� ���������� � ��� ��������
���� ���� ���������� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����� ���
�������� �� ��� ��������������� �� ���� �� ����� ��� ����������� �� ���
������ ���� ���� �������� �� ��� ����� � ��� �������� ���� ��� �������
���������� �������� �� ����� ��� �����������

���� �������� � ������ ���� ��� ���������� �� ������������
� ��� ����� ���������� �������� ��� ��������������� �� ����������
����������� �� ������� ���� ���� ����� ���� ������������ ��� �������
��������� �� ������� ���� ��� ���� ����������� ��� ������� ����� ��������
���� ����������� ������������ ��� �� ������ ��� �� ����������� �����
���������� ��� ���������������� ����������� ���� ��� �������� � ����
���� �� �������� ��� �������� �� ���� �� �� ��� ���� ������ �� ����������
��� ������� ��� ������������ ����������� �� �� ��� �������� ��� ����
������� �� ������������ ���������� �� ��� ����������� ���� �������
���� �� ��������� � ���� ���� �� �������� ��� ����� ���������������
��� ����� ���� ���� �� ��������� ������� ����� ��� ���� �� ��������
�������� ����� ������ �� ��� �������� �� ��� ���� ��� �������� ���
��� ��������������� �� ��� ������� �� ��������� ���� ���������� ��
�������� ������������� ��� ���������� ��� ����������� �� ������ ������
���� ��� ������ �� ������� ������������� ��� ���� ������� ��� ������
�������� �� ��� ������ ��������� �� ��������� ��� ��������������� ��
��������� ������� ��� �������� � ������� ���� ���� ������ ����������
��������� ��� ������

����� ��� �������� � ������� � ������ ������������ ��� ��������
� ������ ��� �� ����������� ��� ������ �� ������� ��� ��� ��������
������ ���� ��� ������� �� ������� ���� ����������� ��� ������� � �����
������������ ������

��������� ���� � ���� X �� �������� �� ������� ���� ���������
������ �������������� �� ��� H ��� X ��� �� ������ �� ������� ��
��������� H = {f : X → R} ������ ��� ��� �������������� ������������
{Fx : H → R |x ∈ X}� ������� ��� Fx(f) = f(x)� ������ ������ ���
��������� ��������� ��������� �� �� �������� ������� ��� �� ����� ∥·∥H�

����� ��������� ������ �� ������ ���������� ��� ���������������
���� H ���� ���� ����� �� X � �� ����� ��� �� �������� �� �����������
���� �� ������ �� �������� �� �� ���������� ��� Fx ��� ���� ���� ��������
�� ������� ΦH(x) ∈ H � ������ x ∈ X ��� ��� Fx(f) = ⟨f,ΦH(x)⟩H�

�� ����� ���� ���� ���� ��������� �� ���� ���� �� �������� �������
�� ����� �� ��������� ������ �� ������������ ��� ��� ��� ��� �������
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��������� ���� � �� ����� ��� X ��� ��� �������� K : X ×X →
R ����� ���� ���� ����� ������� ���� x1, . . . , xn� n ∈ N∗� �� ������� ��
���� {{K(xi, xj)}}i,j ���� ������ ���������

�������� ��� �������� � �� ������ �� ������� H ��� �� ��� ���
X �� �� ��������� �� �� ������ �� ����� K ��� ��� ΦH(x) = K(x, ·)�

�� ���� ���� �� ������ �� ����� ��� X ���� ������ ���������������
�� ��� ��� X �� ��� ��������������� ���������� �� ����� �� ��������
�� ������������ ������ ��� ���� ���� �������� �� �������� ������� ����
�� ������� ����� ���� �� ������� �� �����

�������� ��� ��������������� � ���� H �� ��� ��� X� �����
��� ��������� ��� ����� ��������� ��

f⋆ = argmin
f∈H

1

n
L(f,ΦH(xi), yi) + Ω(∥f∥H),

�� Ω : H → R+ ��� ��� �������� ���������� �� �� ����� ∥·∥H� �������
�������� ���� �� ����� f⋆ =

Pn
i=1 αiΦH(xi) =

Pn
i=1 αiK(xi, ·)�

�������������� � ���� f ∈ H� ���������� ��� ����������
f ����� �� ����� �� �� ���������� ��� �� ����������� Hn

�������� ��� ��� ΦH(xj) �� �� ����� ����������� �� �������

f = πHn(f) + f⊥ =
Pn

j=1 αjΦH(xj) + f⊥� ���� ⟨ΦH(xj), f⊥⟩H = 0
���� ���� xj � �� �� ������� ���� ���� ���� ����� xi �

f(xi) =

nX

j=1

αjΦH(xj)(xi) + f⊥(xi)

=

nX

j=1

αj⟨ΦH(xj),ΦH(xi)⟩H + ⟨f⊥,ΦH(xi)⟩H

=

nX

j=1

αjK(xj , xi)

�� ���� �� ���������� �� ������� ���

L(f,ΦH(xi), yi) = L(πHn(f),ΦH(xi), yi) = L({αj}1≤j≤n,ΦH(xi), yi).

�� �� ��� �������� �� ����� �� ��������������� �� ��� ����� ���
Ω(∥f∥H) ≥ Ω(∥πHn(f)∥H) = Ω(

P
i

P
j αiαjK(xi, xj)) ��� �����

�������� �� Ω� ����������� �� ���� ���� ��������� �� ������ �� ��
�������� �������� ���� ���� f �� ������� �� ����� f⊥ � ����� ���� ��
���������



������� ����������� �� ������� ��

��� �������� �� ���� ������� ��� �������� � ������� �� ���������
�� �� ��� ��� �� ������� �� ��������� ������� ���� H �������� ���
������� ������������� ��� ΦH�� �� ����������� ��� �� ������� ������
f⋆ ∈ H� �� �������� �� ������������ ������ �������� ��� f⋆ �������
����� ��� ����������� �������� ��� K(xi, ·) ���� �� ����� � �������
��� ���������� α⋆

1, . . . ,α
⋆
n� ���� �� ������ �� �������� �� �������� �����

��� ������� �� �� ��������� ������������ �� f⋆ ��� ��� ��� �������
��������������� �� ���� �� �� ��������� ��� �� ������� �� �����

�� ���������� �������� �������� ���� ���������� ��� �������
�� ����� ��� ���� ���������� ������ ��� �� �������� ��� ������ ��
���������� ��� ������ ��������� ���������

�������� ��� �������� � ���� X �� �������� �� ������� ����
����� ��������������� d : X ×X → R+� �� ��������

Kσ : (x, x′) 7→ exp

�
−d(x, x′)

σ

�

��� �� ����� ��� X ���� ���� σ > 0 �� �� ��������� �� d ��� ������
������������� ����������� �������� ������� ������������ ���

nX

i=1

nX

j=1

αiαjd(xi, xj) ≤ 0

���� ����� ������� ���� �� ������ x1, . . . , xn �� �� ����������
α1, . . . ,αn� n ∈ N∗� ���� ���

Pn
i=1 αi = 0�

�������� ���� � �������� ���� �� ��� �� X = Rd� ��� d(x, x′) =
∥x− x′∥22 ��� ���� ��� ������ �������� ∥x− x′∥22 = ⟨x− x′, x− x′⟩��
����� ��� d(x, x′) = ∥x− x′∥1 ��� ������ �������� |x(i) − x′(i)| = x(i) +

x′(i) − 2min {x(i), x′(i)}��

�� ����� �������� ���� ��� ���������� �� ������������ � ����
������������� �� ���� ���������� ������� ��� ��������������� ���
�������� ��� ��� ��������� �� ������������ ����� ��� �� �������� ��
������ �� ���������� �� ���� ��� ���� ��������� ������ �� ���������
�� �� ���� ���� ��� ���� ������ ���� ����� ��� ������ ���������� ��
��������� �� ��� �������� ���� �������� �� ��������� ��� ���������
��������� �������� ��� ������ ��� ��� �������� �� ��� ��� �� �������� ��
�� �������� �� ����������� �� ���������

��������� ���� � ������ D,D′ ∈ Dgm� �� ������ D̃ =
D ∪ {π∆(p′) | p′ ∈ D′} �� D̃′ = D′ ∪ {π∆(p) | p ∈ D}� ���� ����
α ∈ [−π/2,π/2]� �� ������ uD̃α ����� �� ������� ���� ��� �����������
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{⟨p, eα⟩ | p ∈ D̃}� �� eα = (cos(α), sin(α)) ������ �� ������� ��������
������� α� �� �������� �� ����������� �� �������� ������� �����������
�������� �� �������� ����� D �� D′ ��� ������ ��� �

dSW (D,D′) =
1

π

Z π/2

−π/2
∥uD̃α − uD̃

′
α ∥1 dα.

���������� ��� ����� �������� ��� ���� ������ ��� uD̃α �� u
D̃′
α ���� ���

�������� �� ���� ������ ������ � card(D) + card(D′)��

�� ������ ���� �������� �� ������� ��������� ����� �������� ���
����� ���� ������� ������� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���� ����
��� ���� ����� ��� �������� ���� ����� ������� �� ����� ���������� � ��
�������� �� ����������� ������� � ����� �����������

����������� ��� �������� � �� �������� dSW : Dgm×Dgm → R+

��� ����� �� �������� kSW,σ : Dgm×Dgm → R ������ ��� �

kSW,σ(D,D′) = exp
�
−dSW (D,D′)/σ

�

��� ���� �� ����� �������� ���� ��� ���������� �� ����������� ����
���� σ > 0�

�� ������ �� ����� ����������� ��� ����� ��� ���� ����� ����������� �
����� ����� �� ����� � ��� ���� ����� �������� ����� ��� ������� �����
���� �� �������� ��� �� ���������� �� ������������ �� ����������

�� uD̃α � ������� �� D′ ���� ��� �� ��� ��� ����������� � ��� ����������

������� ��� �� ����� �� ��� ��� �������� uD̃α �� uD̃
′

α ��� ��� ������� ���
������� �� �������� �� �� ����� �� ���������� ����������� ���� ����
������� �� �������� � ���� ��������� �� ���������� ��� ����������� ���
�� ��������� �� ���� ��� ������� �� �� ��������� �� ����� � ����� ��
�������� ���� �������� �� ��������� ������� ����� ��� ���� ���������
��� ����� ��� ������� ������������������ ���������� ���� ��������
�� ��� �������

����������� ��� ��������� ����������� �� �� �������� �� �������
����� �� �������� ��� ������� ��� ������������ ������������ ��� ���������
������� ���� ����� �������������� ��������� �� �� �������� �� �������
����� ������� ��

�������� ���� � ������ D,D′ ∈ Dgm ���� ���������� �� �������
����� �� �������� ����� ��� N � N ∈ N∗� ������ �� � �

d1(D,D′)
2M

≤ dSW (D,D′) ≤ 2
√
2d1(D,D′),

�� M = 1 + 2N(2N − 1)�



������� ����������� �� ������� ��

�������������� � �������� γα �� ��������� ����� D̃ �� D̃′ ������� ���
��� �������� ����� uD̃α �� uD̃

′
α � �������� �� ���� γ �� ��������� ����� D̃

�� D̃′ ��� ������� d1(D,D′)�
����� ����������� ���� α ∈ [−π/2,π/2]� ��������� ��� ∥eα∥2 = 1�

�� � �

∥uD̃α − uD̃
′

α ∥1 =
X

p∈D̃
|⟨p− γα(p), eα⟩|

≤
X

p∈D̃
|⟨p− γ(p), eα⟩| ≤

√
2
X

p∈D̃
∥p− γ(p)∥∞

≤ 2
√
2d1(D,D′).

�� ����� ���������� �������� ��� �����������
����� ����������� ������ ��� ���������� �� ���� ��� γα ��� ��� ��������

��������� ��� �������� �� α� �� ������� � �� ���� 2 + 2N(2N − 1)
������� ��������� α0, . . . ,αM ���� [−π

2 ,
π
2 ]� �� ����� ��� ������� ����

�������� �� ������� ��� ������ α ���� ��� ⟨p1−p2, eα⟩ = 0 ���� ������

��� ������ p1, p2 �� D̃ �� D̃′� ������ ���� ��� ����� �������� ���������
������������ �� � �

Z αi+1

αi

X

p∈D̃
|⟨p− γα(p), eα⟩|dα

=
X

p∈D̃
∥p− γαi(p)∥2

Z αi+1

αi

|cos(∠(p− γαi(p), eα))|dα

≥
X

p∈D̃
∥p− γαi(p)∥2(αi+1 − αi)

2/2π

≥ (αi+1 − αi)
2d1(D,D′)/2π,
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��������� �� ����������� �� ���������������
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