
������� ����������� �� ������� ��

�� ������������ �� �� ������� �� �� ����������� �� ���������

�� ������� �� �� ����������� � ������� ������ �������� ������ ��
������� �� �� ��������� ��� ���� ������� �� ��� ����������� ������
������� � ������ ���������� ���� ��� ������������� �� �������� ������
���� ���� ���� ����� ���� �� ������� ��� ����� ��������������
��������� ����� �� �� ����������� ������� ��������� ������ ���������

���� �� ������������ ������ ��������� ������������� ����� ��� ����
���� �� �������������� ����� ���������� ������� ������� �������
����� ������� ���� �� ������� ��� ������� �� ����������� �� ��� ������
������ � � ��� ��������� ��� ����������� ��� ��������� ������� �����
������ ������ ��� �� �������� ������ ��������
���� �� ������ ���� ���� ��������� �� ������ �� �������� ������

������� ��� ������������ �� ��������� ������������� �� ���� ��������
����� ��� ������������ ��� ���������� ������ ���� ���������� ���� ��
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��������������� �� �� ������ ��� ��� ���� ���� ������ ���������� ���
�������� ���� �� ��������� ��� ����� ����� ����������� ������������ �
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���� ������������ ��� ��������������� ���������� ������� �
����� ������ ������ �� ���� ��������� ������������� �� ��������� ����
����������� �� ����� ��� ��������������� �� ���� ��� ����� ������� ����
��������� ��� ���������� ������ ���� �� ��� ����������� ��� �����������
����� ������������� ��� ������� ���� ������� ��� ��� ������� ���� ���
������� �� ��������� �������������� ������� ���� ���� ������������
� �� ��������� � ��� ������ �� ����������� ���� �� ������� ��� �������
��������� ��� ��������� ��� ����������������
���� ������ ������� �� ������� �� ����� ������ ��� �� ��������

����������� ��������

������ �� �������� �� ������ �������� � ���� ����� �� ������ ����
�� ���� D �� ������ ��������� �� ����� � �� ���� R2� ���� ����������
��� ������� ����� ������ �� ���� ����������� � D� ���� ������ �����
�������������� f : D → D ������� �� ������ D ⊂ D ��

f(D) ∩D = ∅.
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�������� ���� � ������� ��� ���� ���� A > 0 ���������� ������
�� ������ �� �������������� �������������� ������ �� ���������� ��
����� �������� ��� ������� �� ������ ������ A�

�� ����� ��� �� ������� ���� ����� �������� � ������ ��� �� ����������
��� ���������� f : x 7→ (1 − ε)x� ��� ���� ������ ���� ����� ����
���������� �� ��������� �� ����� �� ��� f ��������� ������ �����������
���� ������ �� ����������� � ����������� �� �� ������� �� ��������� ��
������ D ������ A� ����� �� ������� �� �������� ����� ��� �� ��� ��
�� ������ ���� ��� ������� ����� f ������� D� ����� �������� ��� ���
A < 1

2aire(D)�

������ ��� �� ������ ������� �� ������� �� ���� �� ��� �����

��� ���������� �� ���� ���� ������

�� ���� ��� ��� ������� ��� f �� �������� ��� �� ���� ������� ��
���������� ���� �� ���������� ���� �� �������� �������� ������������ ���
��� ��� �� ������� �� ��������� �� �� �� �����

�������� ��� ��������� �� ������ ��������
����������� A > 0 �� �� �������������� �������������� ������

�� ���������� �� ����� �������� ��� �������� ������ �� ������� ��
������ ������ A �

�� ������� ��� �������� ����� ������ �������������� ��� ����
������� ������ �� ���� ��� ������ ������� �� �������� ����� ��� ���
�������� ����� ��������� ���� ��� ����������� ����� �� ������� �� ��
������������ ����� ��� ������� ���� ���������� � �������������� ��
������� �� �� ����������� ���� �� ������� ��� �������������� ���
�������� ����� ��������� ��� ���� ��� ������������� ���������� ���� ��
������� ��� �� �� ������� ������������� ���� ������ ���� ���� �����
������� ������� ���� �������� ���� �� �������� �� �� ��������� ��
�������� ���� ������������ �������� �������������
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������ ��� ��������������� ������������ �� ���� ���� �������������
� ���� ������ ��������� ��� �������� �� ������� ���������� ��
���������� ���� ��� ��������������� ������������ ������������� ��� ����
������� ������� �� ���� � ������� �������� ���� ��� ������ ��� ����
������������ ���� ����� �� ���� (q, p) ��� ����������� �������� ��
�����
���� H : R2 → R ��� �������� C∞ �� ����� � ������� ��������

�� ��� ������� �� ����� �� �������� XH ������ �� ���������� ���
�������� ������� π

2 �� �������� ∇H� �� ������������ ���� �����

XH(q, p) = (∂pH(q, p),−∂qH(q, p))

����� ��� �� ����� ��� ������� ������� ��� ������� �� ������� ��
H� ���� ��� ��������� �� ���������� ������������� ẏ = XH(y) �������
��� ������� �� ������ ������� ����

D

∇H

XH

������ ��� �� ����� �� ������� XH �� ��� ������� �� �������

�� �������� �� ����� t �� ����� �������� ���� ��������� �������� x
��� ����� ϕt

H(x)� ���� �� ������ �� ������� ��� ����� �������� ������ ��
���� ������ �� ��� ���� ���� ������ �� ������� ��� ���������� ��� H
� �������� �� ������� �������������� (ϕt

H) ��������� �� ��� �����������
�� H� ��� ������� �� ���������� �� �������� �� ������ ����������
������ �� ������� ��� ���� ���� t� ϕt

H ��� �� �������������� ��
������ C∞ �� R2�

����������� ���� � ϕt
H �������� �������

�������������� � �� ������� ���������� �� ϕt
H ��� �� ����������

����� �������� �������� �������� � �� ���������� �� XH � �� ��������
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����� �� ����� �
∂2
qpH ∂2

ppH
−∂2

qqH −∂2
pqH

�

�� ��� ���� �� ����� ������ �� �� ������ ��� �� ����������� �� ��
���������� �� ϕt

H ���� �� �� ��� ������� ��� ϕt
H �������� �������

�� ��������� ����� ������� ��� ����������� ������� ������� ���
������� ������� ��� ������� �� ������� �� ��� ��� �� ������� ��� ���
��������� ���������� ���� �� ��� ������� �� ���������� ��� ���������
H ��������� �� ����� t� ��� ���� ������� ������������� �� �������
����� �� ����� XH ��������� �� ������ �� ��� ����� �� ����������
� ��� ���������� ���� ������������ �� ��������� ��� ��������� ��
����� �� ������ �� ���� ��������� ��� ���� ��� ��������������� ��
���� ��� ���������� ������ ���� ������� ��� ����� ��������

�������� ���� � ���� �������������� C∞ �� R2 ��� ��������
������ �� �������� ���� ���������� ���� ���� �������� ��� �� �� �����
ϕt
H ���� �� ������� ����������� H = (Ht)t∈R � ������� ������� ��

R2�

��������������� �� ����� ������������� ����� �� �� ��������� �����
����� �� �� �� ����������� ��� ��������� �� �� ��������� �����������
���� �� ����� ��� ��������� �� ��������� �� �������� �������� ��������
�� ���� ���� �� ��������� ����������

�������� ��� ����� ���� �� ��������� ����������
���� ��� �������� H �� �� �����

H(q, p) =
1

2
p2 + V (q),

�� �� ������ y(t) = (q(t), p(t))� ���������� ������������� ẏ = XH(y)
������� ���� �� ����� ��� ��������� �� �������� �

(
q̇ = −p

ṗ = V ′(q).

��������� ���������� �� ������� ��� �� ������

q̈ = −V ′(q).

���� ������� �� ����� �� �������� ���� ��� ����������� �� R2� �� �����
q ���������� �� �������� �� p �� �������� �� ���������� ����� ��
��������� ���������� �� �������� H ���������� ��������� �� ��������
���� ��� ��������� �� ����� �� ����������
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������ ������������� �������� �� ������ ���� ��� ��������������� ���
����������� � ����H = (Ht) �� ������������ �� ������� ����� �� R2�
����� ����������� x : [0, 1] → R2 �� ������ C1 �� ����� ��� x(0) = x(1)�
�� ������ x(t) = (q(t), p(t)) ��� ������������ �� ���� ������ ���
�������� ��� ������� ��� �������� AH ������� ������������� �������� ��
������ ���

AH(x) =

Z 1

0
(p(t)q̇(t)−Ht(q(t), p(t)))dt.

��������� ��� �� ������� ����� ��������� ������������ ����� ������
�������� ��� �� ����� x�
�� ��������� �������� �� ������� ������ ��� ���������� �� �������

����� ��� �

����������� ���� � ��� ������ ��������� �� AH ���� ��� ������� ��
����� �� �������� XH � ��� ����������� ��� ���� �� ��������� ���� ���
������ ���� �� ϕ1

H �

�������������� � �������� ��� ������������ ���� ����� x ���� ��
����� x+ δx� ������ ���� �������� ���� �� ���������

AH(x+ δx) =

Z 1

0

�
(p+ δp)(q̇ + δ̇q)−H(q + δq, p+ δp)

�
dt

=

Z 1

0
(pq̇ −H(q, p))dt+

Z 1

0
(δp q + p δ̇q − ∂qH δq − ∂pH δp)dt+ o(δx)

��� ����������� ��� �������
R 1
0 p δ̇q = −

R 1
0 ṗ δq� �� ������� ���� ���

������� ���� �� ������������� �� AH �

dAH(x)(δx) =

Z 1

0
((ṗ+ ∂qH) δq + (q̇ − ∂pH) δp) dt.

�� ����������� �� ��������

������ ����������� ������� � �� ������� ������������ � �� ������
������ ��� ��� �� ����� ��� ���� ���������� ���������� ��� ������ �� ��
����������� ���� ������� ��� ��������������� ���������� ������� ��
����� ����� ����� �� ��� �������������� h� �� ������� ���� �� �����
ϕ1
H ������� �� �������� ���� �� ���� ���� ���������� �� �����������
�� �� ������������� ��������� ������������ �� ����������� ������� ��� ��
��������� ���� �� ������ �� ����������� ����� ��� ����������� ���
������������ �� AH � ����� �������� ����� ��� ������ ��� �� ������ ��
��������� ���� ��� ������ �� ���� ��� �� �������� ���� ����� ������� ��
��������� �� ���� �� ������� � �� ��������� ���� �� �������������
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�������� ��� ������ ��� ��� ������� �� ��������� ���� ���� �������
���� ��� ����� ����� ��� ��������� �� ����� �� ��������� �� �����
�� ��������� ��� ����� �������� �������� � ������ ��� �� ������� ��
������ ��� ������ ���������� ���������� ���������� �� ���������� � ��
������������� �������� ���� ��� ������ ���� ���������

�������� ��� ������������ ��� ��������� �������
�� ���� �������� � AH �� ������������ ���� ��� ���������� ���

������ ������������� ��� ������� ��������� �� AH � �� ����������� ��
������ ��� �� ϕ1

H � ��������� ���� �� ���� �������� � ���� ���������
������ ����������� ϕ �� ����������� B(ϕ)�

��������� ��� ������� �� ����������� ���� ��� ���������� ��� ������
��B(ϕ) ������� �� ������������� ��� ��� ������ ���� �� ϕ� ��� ��������
�� ������ �� ������ ������ �� ������ �� ������� ���������� ���� ���
���� �� ������ �� ������ �����
���������� ����� ��������� ��� ����������� ���� ����� ��� ������

���� �� ��������� ����������� � ��� ������� ��� ��������� ���� ����
��� ���� ��������� ��� ������� �� ��������� ���������� ���� �������
�������� �� ������ ������ ��� ����� ����� �������������� �������
����� �� �� ������ S2 ��� ����� ���� ��� ���� ������ ���� ���� ������
��������� ����� ��� ������� ��������� ����������� ���������� �������

������ ���� ��������� �� ���������� � �� �������� �� ���������
��������� ���� ����� ���������� ������� ���� �� �������� ��������
����

�������� ���� � ���� ���� ������������ H� K � ������� �������
���� R2

db(B(ϕ1
H), B(ϕ1

K)) ≤
Z 1

0
∥Ht −Kt∥∞dt

�� �������� �������� ���� �� ������ �� ������ ��� ������ �����
�� ������ ���� ��� ������������ ���� �� ������� �� �� ��������� ����
����������
�� �������� ������� ������ ������ ������������ �� ��������� �� ����

���� ������ ��� �� ����������� �� ����� �� ��� �� �� �������� ����
�������� ��� ������ ��������� ���� ��� ������ ���� ��� ���������� ���
������������ �� ��������� �� ��������
�� ���� ������ ��������� ���� ������� �� ��������� ��� ���� ���

��������������� �� ���� ��� ������������ �� ���� ��������� �� ���
������ �� � ������ ���� ������� ����������� �� ���� �� ������� � ��
������� ���������� �� �������� ���������� ��������� �� �������� ��
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�������� ��� ������ � ������� �������� ���� �� ������ ���� �� � ��� ���
���� ���� �� ��������� ��� ��� �������� ��������� ���� ���� ����� ��� ��
������ ����� ��� ������ ������� ����������� ��� ��������� �������
�� ������ ��� ���������� �� ��������� ��� ��������� �� ������������ �
���� Σ ��� ������� �������� ���� ���� ����� ��� �� ������ �� �����
����� ����� ������� ������ ���� ����� ��������� C� �� ������ �� ������
��������� ϕ ��� ��� ���� ���� ����������� H ��� ��� ϕ = ϕ1

H � �� ����
����������� K ���������� ������������� �� ��������� ��� �� ������ ��

���
R 1
0 ∥Ht−K∥∞dt ≥ C� �� ������������� ������� ��� ����������� ��

������� ������� �� �� �������� �� ��������� ����������
�� ���������� B(ϕ) ������� � �� �������������� ϕ ����� �� �����

���� �� ���������� �������� ��� ����������� ��� �������� ���� �� ��
�������� �����������

�������� ��� ��� ���� �� ��� �������� � ������������� ϕ 7→
B(ϕ) ��� �������� ��� �������� ��� ��������������� ������������ ����
�� �� ��������� �� �� ����������� �������� �� ������� ��� ���������� �
���� ��� ��������������� �������������

�� �������� � ��� ������������ � ������� ��� ���������������
������������ ��� ���� �� ������������ ��� ��� � ��� �� ���� �� ���
�������

������ ������ �� �������� �� ������ �������� � �� �������� ��� �
������ ��� �������� �������� � �� �������� ���

�������� ��� ����� ��� ������ ������� ���������� �������
���� ���� A > 0� �� ������ �� ��������� �� ���������� V ����

�������� ��� ��������������� ������������ �� ������ ��� ����������
������� ���� �� �� �������� ��������� ����� ��� ���� ���� ������ D
������ A �� ���� ������� �� f ∈ V� �� ��� f(D) ∩D ̸= ∅�

������ �� �� ������������� �������� � �������� �� ��������� �� �����
����� � ��������� ���� S ���������� ��������� ��� ���������� ��� ������
������������ �� B(ϕ)� ������ γ(ϕ) �� �������� �� ���������� S� ��
����� �� � ������� ������ ����� ��� �� ϕ ������� �� ������ ������
D� ����� γ(ϕ) ≥ aire(D)� ����� γ �������� �� ����������� ������� ��
�������� ���� �� ϕ ��� ������ �� ����������� ����� γ(ϕ) ��� ������ �� 0�
������� �� ������ �� �� ���� ���� ��� �������� �� ������ ������ ����
�������



������� ����������� �� ������� ��

���� ������� ������ �� ����������� �������� �������� ��
���� � ����� ������ �������� ��� ���� ����� ����������� �� �� ����
�������� � ������� ����������� ��� ��������� ������� �� �����������
���������� ����� ���� �� ������� ������ �� �� ��������� �� ��������
�� ������������ �� ������������ �� ��������� �� �� �������������� � ���
������ �� ��� ������

�������������� ���� ������ ���� �������������� ������ ��� ���
������ �� ������� �������������� ���� ������ ������ ���� ��� �������
���� �� ����������� �� ����� �������

������ �� ���������� ��� ������� �� ��� ��������� �������� � ����
����� �� ������ ���� �� ���� Ω ⊂ Rn �� ������� ������ ������������
�� ������� ��� ��� ����������� ���� ������ ������� ��� �����������
���������� �� Rn ������ ������ x1, . . . , xn� �� ����� ��������� Rn

�� �� ������ �� ��������� �� ��������� ����������� ���������

∆f = −
nX

i=1

∂2f

∂x2i

����� ��� ��� ��������� f : Ω → R ��� �������� ��� ��������� ��
���������� ����� � ���� ��� ���������� ��� �� ���� �� Ω�
�� ����������� ��� ������� ������� �� ��� ��������� ������� �� ���

���������� ���� ��� ������� ������������ �� �������� �������� ��� ����
������ �� ��������� ����������� ��� ������ ���� �� ��� ���� ������� ��
����� ������� ���� �� ������������ ���� ���� ������ ���������� �����
���� �� ������ ���� �� ������� ������ �� ������� H1

0 (Ω) �� �������
����������� ��������� � ��� ������ � ������ �� �� ���������� ��������
�������� ����� ����������� �� ���� ��� ���������������� �� �������� ����
���� ������ ��� ������ ���������� ���� ��� ������� �������� �� ���� �����
���������

�������� ���� � �� ������� �� ����������� ∆ ��� ��� ����� ������
����� �� �����

0 = λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λj ≤ · · ·
��� ���� ���� �������� ��� ��������� ������� ��������������� fj ����
�� ������� C∞ �� ������� ��� ���� ������������ �� L2(Ω)�

��� C∞ �� ������ ��� ��� ��� ��������� ������� ���� �� ������ C∞

���� ����������� �� Ω �� �������� ���������� �� ������� C∞ �� ���������
��� ������ �� ������� �� ���� �� Ω�



������� ����������� �� ������� ��

������� ���� � ���� �� ��������� Ω = [0, a] × [0, b] ���� R2� ���
������� ������� ���� ��� ����� �� �� �����

λ = π2

�
α2

a2
+

β2

b2

�
, α,β = N \ {0}.

����� ������������� ��� ��������� �������

f(x, y) = sin
�απ

a
x
�
sin

�
βπ

b
x

�
,

��� ������� ���� ��� ���� ������������ ���� �� ������� ��� ������ ��
���������

������ �������� ������ �� �������� �� �������� � ����������
���������� �� ������ �������� �� �� ������ ���� ��� �������� �������

��������� ���� � ����� ������ ��� �������� f � �� ������� ���
������ ����� �� f ���������� f−1(0)� �� ������� ����� �� f ��� ���
���������� ������� �� Ω \ f−1(0)� �� ������ m0(f) �� ������ ��
�������� ������ �� f �

��� ����������� ���������� �������� ��� ��� �������� ������ ���
�������� �� ���� �� ���� ��������� ������� λj ���� ���� �������� ����
���� ���� � �� ������ ������ ����� ��� ������� ����� ���

������ ��� ������� �� �������� ������� ����� ��������

��� ������ ������� �����������������������������

���������



������� ����������� �� ������� ��

������� ���� � ���� �� ��� ���� ���������� Ω = [0, a]� �� j�

���� �������� ������ ��� ������ ��� fj(x) = sin( jπa x)� �� ���� ���
m0(fj) = j�

�� ��������� ���� ������� �� ��� � �� ������� ��� �� ����� ��������
���� ���� ����� ��� ��������� �

�������� ��� ��������� ������ � ���� ���� ������� Ω�

m0(fj) ≤ j

��� ��������� �� ��� �� ���� ����� ��� �� ������ N(λ) �� �������
������� ���� ������� ��� λ ������ ������������

N(λ) ∼ Cλn/2, �� C = Vol(B(1))Vol(Ω)
(2π)n .

���� �� �������� �� �������� ���� �� ��������� �

���������� ���� �

m0(fj) = O(λ
n/2
j )

��� ��������� ��������� ������� ����� ���� ��� ���������� ���� �����
���� ���� �� ����������������� ��� ������������ �� ��������� ����� ���
��� ������� �������� �� ���� �� �������� ���� ������ ������ �� ������
����� ��������� ���� ���� ����������� �������� ����� ��������� ����������
��������������

�������� ���� � ������� ����������� �� �������� ��� �� �� ����������
���
��� ��� ������������ ��������� �� ��������� ������� �
���� � �������� ���������� �������������� ������� ��������� �
����� � ����������� �� ����� ���������� �� ����������� mr(f) =

dimHr(Ω \ f−1(0)) �

�� �������� ��� ��� ����� ���� �� ��� �� ���������� �� ��������
��������� �� � ������� ��� ������ ������������� ���� �� ����������
���� ���������� ��� ������� �� ��� ������ �������� ��� ��� ������
���� ������� ���� �������� ���� ���������� ��������� ������� ��
����� ��� ��������� �� ������� ����������� �� ���������������� ��
��� ����������� �������� �� ���� ��������� ������� ����� �� ������
����� �� �������� ������ � �������� �� ��� ������� ���� ���� �� ���
����� ��� �� ��������� ���� �������� �� ��� ������ �� ��� ���������� ���
��� ���������



������� ����������� �� ������� ��

���� �� �������� ����� ��� ������ ��������� ������������ � ����������
��� ����� ��� ���������� ������������ ������������ �� �� �����

���� Pf = − ∂

∂xi

�
aij(x)

∂f

∂xj

�
+ bj(x)

∂f

∂xj
+ c(x)f,

���� A(x) = aij(x) ��� ������� ���������� ������ ��������� ����� ���
����� ������������ ������ ��� ���������� �� ����������������� �� �����
���� ��� ���������� ����������� �������� �� �������� �������� ��������
�� �������� ����
���������������� ����� ������ ��� �������� �� ��� ������� ��

������� ��� ��������� ��������� ��� ��� �������� ���������� ������
����� �� ������� �� �� ����������� �� ��������� �� �������� ��� ����
���� �� �������� �� �������� ��� ������ ������������ � ���� ���
����������

������ �� �������� �� ������� ����������� � ������ ������������ ��
���� ��������� ��� �������� ������������� ���� �� ������ ��� ��� ��������
����� ������������� ��� ����������

��������� ��� ������������ ��� ����� �������
���� δ > 0� �� ������� ����� U ����� �������� f ��� ��� δ�

������� �� maxU |f | > δ� ���� �������� m0(f, δ) �� ������ �� ���
������ ������ δ��������� �� f �

δ

δ

f

������ ��� �� ���� �� ������� ����� δ��������� �� �����

�� ������� ����� ��� δ���������

�� ���� ����� ������ ��� ������� �� ����� ����������� ���������
�� ������

mr(f, δ) = Rang
�
Hr({|f | > δ}) → Hr(Ω \ f−1(0))

�
,

�� ������������� ��������� ��� ������� ��� ������������
�� ������� ��������� �� �������� �� ������� �������� ����� ���� �



������� ����������� �� ������� ��

�������� ��� ������������������������������������������
������������������������ �������� �� ��� �������

���� P �� ��������� ���������� ���� ������� �� ���������� ���
�� ������� Ω ⊂ Rn� ������ Fλ �������� �������� ��� ��� ���������
������� �� P ��������� � ��� ������� ������� ���� ������� ��� λ� ������
r ≥ 0 �� k > n

2 ��� �������� ������ �� ������ ��� ��������� C ����� ���
���� ���� λ > 0� ���� δ > 0� �� ����� �������� f ∈ Fλ ���������� ���
∥f∥L2(Ω) = 1� �� ���

mr(f, δ) ≤ Cδ−
n
k (1 + λ)

n
2 .

���� ������� ����� ��� ��� ���������� ����������� ������� �� ����
�� �������� ���������� �� ���� ����� ��� ���������� ������� ����������
�� ���� ����� ���������� �� ������ ��� �������� ������ m0(f)

��� �� ������ ���������� m0(f, δ)� �� ���������� ��� ��� ������ �������
�� ���� ��� ���� δ� �� ���� ����� ��� ����� ������� ��������� � ����������
�� �� ����������� ���� ������� ��� ����� ���������� ��������� ��� ��
�������� ����
��������� ���� ��� ��������� ��� ���� ������� ������� ������� δ

���� ���� 0�

������ �������� ���� ��� �� �������������� � ��������� ����� ����
��� ��� �������� ���� ��� �� ������������� �� �������� ���� �� ����
����� ���������� �� ������� �� �� ������������ ���� ������ ������ ��
�� ����� ������� Hk ����� �������� f �

∥f∥Hk :=

kX

i=1

∥Dif∥L2(Ω).

����� � � �������� ������������ � ��� ��������� ���� ���������� ������
���� ��� ���������� ����������� ������� ��� �� ����� ∥f∥Hk ����
�������� ������ �������� � λ ��� ���������� ��� ��� �������� �� λ ��
��� �� ����� L2 �� f � ���� ������ ��� ������� �� ������� �� ��������
��� �� �������� ������� �

�������� ���� � �� ������ ��� ��������� C > 0� ����� ��� ����
����� �������� f �� ������ C∞ ��� Ω� �� ���� ���� k > n

2 � �� �

mr(f, δ) ≤ Cδ−
n
k ∥f∥

n
2

Hk .

����� ��� �� �������� ���������� � ����� ��������� �� ��� � ���� ������
������ ���������� ���� ��� �������



������� ����������� �� ������� ��

���� �� ������ ���� ������ ������ �� �� �������� ��������� ����
����� �������� f � ������ Nδ(f) �� ������ �� ������ ����� �� ����
����� ����������� ����������� � δ ���� �� ����������� �� f � �����
mr(f, δ) ≤ Nδ(−|f |)� �� ���� ���� ������ ������� �� ��������� �� �����
���� Nδ(f)�

����� �� �� ��� ��� ��������� ��� �� ����� � �� �������� ���������
�� ������ ������ ����� ������ �������� �������� ��������� �� �����
k ��� Rn ����� �� ���� (k − 1)n ������ ���������� �� �������� ����
���� ������� �� ������ �� ����������� ��� ��������� �

���� N0(Q) = O(kn)

����� �� �� �������� �� ��������� ����� �� ���� � �� �������� ��
��������� ��������� ������ �������� ��� ���������� ���������� �� f �� g
���� ���� ��������� ������ ��� ∥f − g∥∞ < ε� ����� �� � �

Nδ(f) ≤ Nδ−2ε(g) ≤ Nδ−4ε(f).

�� ���� ���� ���� ������ �� ����� �� ��������� ��� ���������� ��
Nδ(F ) �� ���� ������� ��� ����� ������������� �� f ��� ��� �����
������

����� �� ������������� ������������ � �� �������� �� �������
������� ����� ��� ���� �������� ��� ��������� ��������� ��� �� ����
[0, a]n ���� �� �� ����� ��������� �� �������� ����� �������� ����� f
� �������� ��� ��������� �� ����� ≤ k − 1 ��� ������� ���

Cak−
n
2 ∥Dkf∥L2([0,a]n).

������������ �� ������ �������������� ������� �� ������ �� ��������
�� ��� �� �����

����� �� �� ���� � ���� �������� � ����� �������� ����� ��� ���������
��� ������� �� �������� ���� ����������� � ������ �� ���� � ����
������� Ω �� ����������� Ω ���� ��� ����� �� ������ ��������� ����
����� ��� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������� �� ������������
���������� �� �������� ��� �������� ��������� ��� ��� ��������� ������
�� � ��� ������� ��� ������ �� ���� �
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