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�� ������������ ������ � �����������

���� �� �������� ���� ������������ �� ����� ����������� ����
������� ��� ������� ������������� ������������ �� ������ �� ���� �������
���� ��� ��������� ���������

�������������� �� ����������� ������� �� ����� ��� ������� ��
�������� �������� ������� ���� �� ��� �������� �� ����� �������
���������� �������������� ����� ����� ��� ��������� �� �������� ���
���������� � ��������� ���� ������ ����������� X ��� ������� �����
����� ���������� Hk(X) ���� k = 0, 1, 2, . . .� �� ����� ����� ��� �� X ��
Y ���� ������������� ����� ��� ������� ���������� Hk(X) �� Hk(Y )
���� ���������� ���� ���� k� ��� Hk(X) ������ ������� ������� �����
������� �� X� ���� ������� ����������������� �� ��������� �� Hk(X)
������� ����������� ���� ������������� ����� �� ������� �� �������
�� ��������� k� ���������� ��� X�

�� ���� ������� ����� ������������ ����� ����� �� ��� �������
�� �� ��������� ��� �� ������������� ��� ������� ������������ � ������
��������� ����� ���������������� ����� �� �������� �������� ����
�������� ���� �� �������� ��� ������� ������������ �� ��� ��� �����
���� ���� ������ ������� �� ������ ��������� ��������� �� ������� ����
�� ���� ��� ������������ ������� ��� �������� ���� ��������� ���
���� ������� �� ���� ��� ������������� �� ���� �� ������� ������
��� ��� ������� ������������ �������������� �

��� ���������� �������� ����������� ���� ������������� ���
�������� �� ����� ������� ������� ���������� ��������� �������
������ ��� ���� ������� ����� �� ����� ������������ �� ���� ��
������� ���� ����������� ����� �� ��������� ���� ��� ��������
����� �� ��������� ���������� �� ����� ������� ��������������
��������������������������������

���� ���� �� ��������� �� ��� �� ����� K ��� ���� �� ����� ���
���������� �� ��� ������� ������������

���� ��������� ������������ � ���� ������������ ���� ����� ����
��� ����������� ���� �� ����� ��� ������� ��������� ��� ���������
�� ��������� ������������ �� ������ ��������� ������������ ����������
��� ���������� ��� ������� ���� ��� ��������� ������������ ��� ���
���� ����� ������� � �������� �� ������� � ���������� ������������ ����
���������� ��� ������� �������������� �� ��� ��� �������� ���� ���
�������������� ��� ���� ��������� �������� ������� ��� ��� �����������
�� ���� ��� ������� �� ���� ������ ����������� � �� ������ ����� �� ��
������ �� ��������� �������� �� ����������� ������������



������� ����������� �� ������� ��

������ ������ ���� ��� �������� � ���� Γ �� ������ ����� �� ���
������ �� ������� V �� �� �������� �������� E� �� ������� ���
���������� ��� ������� ��� ������� �� �� ������� ������ ������ �����
e �� ����� ����� ������� ����� �������� ���� �� ������ ���� ����� ���
��� ������ ���������� �� ������ ��� ���������� source(e) �� but(e)�

�� ������� � �������� � �� ������ ��� ������� ��� ������ ����������
��� ������������ ������������ ��� ��� ���������� ���������� � �������
��� ����� ���� ���� ����� ����� ������ ������ ��� �� ��� ����������
��������� �� ��� ��������� ��� ��� ������� �� ������ �� �����������
��������� ��� ����� ���������� ��� �� ������� �� �������� ���� ��
������� �� ������� �� �������� ��� �� ����� �� ��� �������� ����
�� ���� �� ������ ��� ��������� ������� ����� �����

e

������ ��� ����������� �� ������� e ��� ������� ��� �� �������

�������� ������ �� ������� ���� �������� ��� �� �������
{(ci, ai)}i=1,...,ℓ �� ci ��� �� ������ �� Γ �� ai ∈ K �� ����������
�� ������ ��� ����� ������

ℓX

i=1

aici.

���������� �� ���� ��� ������� �������� ����� ��� ��������� ����
�� ������� ���������� ����� ����� ej �� ���� ��������� bj � ��� ����
������ �� ������� ���������

P
ejbj �

��� ������� �� ������� �� �������� ������� ���� ��� ���� ���������
��� K�������� ���������� ��� ���� ������ �������������� CV �� CE �
��� ������� ��������� ��� ����� ���������� ��� �� ���� ������ ��� V
�� E�

���� ∂1 �������� ����������� �������� CE → CV ������ ���� �����
����� e ∈ E ���

��� ∂1(e) = but(e)− source(e).

������� ���� � ���� �� ������ ������������ ������������� �

∂1(e12 + e23) = v3 − v2 + v2 − v1 = v3 − v1
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v1

v2

v3

e12
e13

e23

��������� ���� � �� ���� ������ ������ ������� c ��� �� ����� ��
∂1c = 0� ���������� ��� ������ ��� �� ����������� ��������� �� CE

���� H1(Γ)� ����� �� ������� ������ ����������� �� Γ�

������� ���� � ���� ��������� ���� e12 + e23 − e12 ��� �� ������
�� ����� �� ���� �� ���������� ��� H1(Γ) ��� ���������� ��� �������
�� �� ����� λ(e12+e23−e12)� ���� λ ∈ K� �� ��� ���� �� ��������� ��
���� ��������� ����������� �� ���� �� ���������� ��� ��� ������ ����
���������� ��� ������� ������������ ��������� ��� ������� e12+ e23−
e12 �� e13 + e34 − e14� �������� H1(Γ) ��� ���� �� ��������� ��

v1

v2

v3

e12
e13

e23

v4
e14

e34

�� ������� ��� ��� ���� ������� ��������� ��� �� ��������� ��
H1(Γ) ���������� � �� ��� ���� �������� ������� �� ������� �� �������
���� �� �������� ����� �� ���� ��������

��� �� ������������ ��� �������� ���� ����� ������� �� ������� ��
�������� ����� �� ��������� ���� ������ ���������� �� ������ ��
����������� �������� ����� ��������� ��� ����� ������������ ����
����� �������� ���� ����� ������ �� ������� ��� ��� ������� ��� ∂1
����� ������ �� ��������� ������ ��� ��� ����� ������� �� �����������
����������

��� �������� �� ���� ������� v� v′ ���� ������ ��� ��� ����� e� �����
�� ������ v − v′ = ∂1e ��� �� ����� �� ����� �� v′′ ��� �� ���������
������ ��� ��� ����� � v′ ��� ��� ������ ����� v′′−v = (v′′−v′)+(v′−v)
��� ����� �� ����� ���� ������������� �� ��������� ����� ��� ����������
���� ������ ������� �������� ����� �������� �� ����� �� �� ������
��� � ���� ������� ���� ���� �� ���� ���������� ������� �� ������
�� �� ��������� ���� ��������� ��� �� �����

��� ����������� ���������� ��� ����������� ��������� ����������
���� �������� ��������� ��������

��� H0(Γ) = CV /{bords} = CV /im(∂1).



������� ����������� �� ������� ��

�� ������ �� ����������� �������� ���������� ����� � �� ������
���� �� ��� �������

������ ������ �� ����� ���� ��� ������� �������� ��� ��� ����������� �
������������ ���������� �� �� ����������� ���� ��������� ��� �������
���� ��� ������� ��� ���� ����������� ��� ��� �������� ������� ���
��� ���������� ������������� ���������� ��� �������� �� �������� ����
��� ������� �� ��� ������ ��� ������������ ��� ������� Γ ������ � ������
���� ������� �� ������� V � �������� E� ������ �� ������� ��� ���������
�� ����� ����� ��� ������ ���� ���� ����� ��� ������ �� E� �� ����
T ���������� ��� ��������� �� Γ ������ ��������� ��� ��������������
����������� ���� �� �������� ���� ������� ������� ���� ��������� ���
��������� ����������� �������� ���� �� ������ ������� ��� ���������
���� �������� �� ������� ���������� ���� ������� ��� ��������

������ ��� �� ������ ������� ��� ��� ����������� ����

����� ��� ���� ���������� �� ���� ��� ������� �������

����� ������������� �� ���� ������ ��� ������� �� ��������
��� ������� �������� �� ���������� ����� ��� ������� �� ��������� ���
���� CT �������� ��������� �������� ��������� �� ���� ����� ������
����������� ∂1 ����� �� ������ �� �������� ��� ����� ������ �� ����
�� ������� �� �������� ����� ������������� ���� ����� �� ��������
����� ����� ��� ���� �� ���� ���� �������� �� ���� ��� ������ �����
��� ������� ��� �������� �� �������� ��� ��� ������ ��� ���������
��� ������� ������� �� �� ����� �� �� ���� ��� ������� ����� ���
�������� �� ������� � ������� �� ������ ��������� ��� �����������
���������� ��� ����������� ���������� � ������� �� �������� ��� ��
������� ���� ����� �� ������ ������������� �������� ∂2 : CT → CE ���
� �� �������� t ���� �� ���� ��� ��������� �������� e, e′, e′′ ����� ���
�� ��� �������

��� ∂2(t) = e+ e′ − e′′.

�� ���� ������ ������ ������� ��� �� ���� �� ���� ���������� � �������
�� ∂2� ��������� ��� ���� ���� ��� �� ������ ��������� ��� ∂2◦∂1 = 0�

���������� ����� �������� ��������� ��������

��� H1(Γ) = {������}/{�����} = ker(∂1)/im(∂2).
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t

e
e′

e′′

������ ��� �� �������� t �� ��� ������ ����������

�� ������� �� ��������� ��� ������ ��� ���� ��� ����� ���� ����������
�� ���� ������� ���� ��������� �� �� ����� �� ���� ker(∂1) ��� ��

��������� 3� im(∂2) ��� �� ��������� 2 ����� ���������� ��� ����
��������� ������� �� ���� dimH1(Γ) = dimker(∂1) − dim im(∂1) ���
�� ��������� 1� ���� ���������� ���� �� ������ �� ������� ��� ����
�������� �������� ���� �� � � ��� ����� ������ ��� ����� ��� �������
��� �� ���������

�� ���� �� ������ �� ����������� �������� �� �� ������ ��
�������� ��� ������� ������� ��� ��� ��������� ��� �� ��������� ���
������� ������������ �� ������ �� �������� ������������ �� ������ ��
�������� ������� ������ �����������

��� �������� �� Γ ��� ������ �� ������� ���� ��� �������� ������ ���
������ �� ������ ��� ����� ���� ���������� ����� �� ���� ����� ��������
��� ������� �� ���� ���� �� ���� � ������ �� ���� ���������� ������
�� ���� ����� ����� �� � ���� ���� ������� �� ���� ����� �� ���� ��
������������ ���� ��� ����� �� �� ���������

�� ���� ���������� �� ������ �� ������� ������� �� ���� �������
��� ������������ �� ������ ������ ������ �� ��������� c ��� �� �����
�� ∂2(c) = 0� �� �� ���������� H2(Γ) ����� ���������� ��� ������� ��
������ �� ������� �� ������ ������ ���������� ����� � �� ���������
�� H2(Γ)�

�� ������������ ��� ������� ������� ���� ���� ��������� �������
������ �� �������� ��� ������� ��� ��� ����������� ���� �� ��������� ��
������� �� ��������� ����������� �� ������ ����� � �� ��������� ��
�������� �����������

������ ��������� ������������ � ���� ���� ������ ������� n� �� ���
����� n��������� �������� ����������

∆n =

(
t ∈ Rn+1 :

nX

i=0

ti

)



������� ����������� �� ������� ��

x0

x1

∆2

x2

��� �������� (v0, . . . , vn) ��������� ���� ��� ������ �� �� ���� ���
������� �� Rn+1 ���� ��� ������� �� ∆n� �� n ≥ 1� ��� ����� �� ∆n

���� ���

Fi = ∆n ∩ {ti = 0}, i = 0, . . . , n.

������� ������� ���� ���������� ������������� � ∆n−1�

��������� ���� � ��� ��������� �� �������� ���������� ��� �� ���
���� ����������� X ��� ��� ������� �������������� ��������� σα : ∆n →
X ��� n ������ �� α�� ������ ��� �

�� σα|∆̊n
��� ����������

�� ���� ����� �� X ��� ���� ������� ������������ ����� ��� σα|∆̊n
�

�� ����� ����������� ����� ����������� σα � ��� ���� �� ∆n ��� �����
��� σβ : ∆n−1 → X�

�� ��� ������ U �� X ��� ������� �� �� ��������� �� σ−1
α (U) ���

������� ���� ���� α�

��� ������������ σα ���� �������� n���������� �� �� ��������� ����
��������� �������� n ������� �� �� ������� ��� σα ��� ������ �� ������
���� �� �������� ����������� �� ��� �� �� ��������� � ��� ����� ���
�������� ����� �� �� ��������� � ���������� �� ��� ��� ������� ����
���� ��� ��� ��������� �� �� ������� ����������� �� ��������� ����������
���� ���� ����� �� �������� ��

��������� ���� � �� ������������� ���������� ���� �������� ����
������� X ��� �� ����������� ����������� �� X ��� ����� ��� ���������
�� �������� ���������� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ��������� ��
X�

���� �� ������ �� ������� ������ ��� ��������� �� �������� �������
���� ��� �� ������ X ����� ���� �� ���������� ��� ������� �� ��������
������� ������ �� ������������ ����� �����



������� ����������� �� ������� ��

��������� ���� � �� ������� n������� �� �������� ��� �� �������
(σ1, a1), . . . , (σℓ, aℓ) �� ������ σi ��� ���� ��� σα : ∆n → X �� ai ∈ K�
�� ���� ��� ����� n������� ���� �� �����

ℓX

i=1

aiσi

��� n�������� ������� ���� ��� ���� ��������� �� ������ ��������� ���
���� ������ Cn�

�� n����� ��������� �� ���� ��� ������������� �������� ∂n : Cn →
Cn−1 ����� ��� ���� ���� n��������� σα�

��� ∂n(σα) =
nX

i=0

(−1)iσα|Fi .

�� n������ ��� ��� n������� c ����� ��� ∂nc = 0� �� n����� ���
��� n������� c ��� ��� ���� ������� �� ∂n+1�

��������� ��� �� ������� ��� ���������� ����������� ��� ��������
��� �� ���� ��� ����������� �� ���� ∂0 = 0� ��������� ���� ������ ���
��������� ���� ��� �������

�������� ���� � ������� ����� ���� ��� �������� �� ������ ������
���� ��� ∂n ◦ ∂n+1 = 0�

�������������� ��� n������� ������������� � ��� �������� �� ������
���� n� �� ��� n������ ������������� ��� ������� ��� ���� �����������
���� ������� ���� ������ ����������� �����������

��������� ���� � ���� ���� ������ n ≥ 0� �� n����� ������ �����
������� ����������� �� X ��� �������� ��������� ��������

Hsimpl
k (X) = {������}/{�����} = ker(∂n)/im(∂n+1).

����� ��� ����� ��������� ���������� � �� ���� ��� �� ���� ���� ����
���� ���� ��� ��� ��� ������ ��������� �� ������ ��� �� ������������
����� �� ����� �� �� ��������� ����������� ��� X� �� ��� ������� ��
��������� ���� ������ ���������� ���� �������� �������� �� �������
��������

������ ������ �� ����������� ������������ �

������� ��� ���������� �� ����� ��� � ���������� ���������

� �� �� �� �� ������ ����� ������ ��� �� ��������� �� Hsimpl
0 (X) ���

�������� ����� �� ������ �� ����������� �������� �� X�



������� ����������� �� ������� ��

������� ��� ���������� � �� ������ S2 = {(x, y, z) ∈ R3} �����
��� ��������� ����������� ������� �� ������� �� ��������� � �� �������
����� ����� ����

������ ��� �� ��������� ����� ��� ��� �������

����� ��������� � � �������� � ������ �� � ���������� ����� S2
� ��� ������ ���������� �������� Hsimpl

0 (S2) ��� �� ��������� ��
��� ���� ∂1 ��� ���� �� ���� � �� ��� �� �������� �� ����� ker ∂1 ���
�� ��������� �� �� ���� ������� �� ���������� ��� �� ����� ��� �
��������� ��� �� ������ �� ��� ���� ��� ������ �������� ���� �����������
� ��������� ��������� ���� ker ∂2 ��� �� ��������� �� ��� �� ��������
�� ����� ��� ����� ��� �� ��������� �� ����� im ∂2 ��� ������ ����
ker ∂1 �� ������ ��� �� ���� ���������� ��� �����������

�� ����������� �� �������

Hsimpl
k (S2) ≃

(
K �� ���� �

{0} ������

�� �� ���� �������� �� ���� ������ ��� ��������� ����������� �
����� ������ Sn �� ������������ �� ���� ���� n+1��������� �� ��������
��� ������� ����������� �������������� �� �������

����������� ���� �

Hsimpl
k (Sn) ≃

(
K �� ���� �

{0} ������

�� �������� ��� ���������� ���� ����������� ��� ����������� ������
��� ������� � ��� ������ �� ��������� n � ���� ��� ����� ������ ��
�������� ��� ���� ��� �� ��������� n�

�� ���� ����� �������� ��������� �� ���� T2 ������ ��� ��������
���� ���� ������ �� ��������� ��� ����� ������� ���� ����� ��� �����
���� ����� ����������� �� ���� ����� ��� ��������� ����������� ���� ���



������� ����������� �� ������� ��

������ ��� �� ���� T2

� ������ ���� ��� ����� �� ����� ���������� ��� ������ �� ��� ���������
�� ������ ����� ��������� � � ������� � ������ �� � ����������

������ ��� �� ���� T2 � ������ ���� �����

�������� ���� � � ������ �� �� ��������� ����������� ���������� ���
����� ���

Hsimpl
k (T2) ≃

(
K �� ���� �

K2 �� k = 1

�� ������� ��� �� ���� T2 ����� ��� ����������� � �� ������ S2�

��� ����������� �� ������ ����������� �� ����� � �������� ���
���� ������ ��� ������������� ��� ����� �� ������ ��� ���� �����������
��� �� ����� �� ��� ��� ������� �������

��������� ��� ��� �������� �������� ��� �� ������ �� �����������
������������

�������� ���� � �� ���� ������� ����� ��������� ����������� ������
����� ����������� ������������ �� �� ����� �� ���������� ��� ���� ������
� ��������� �� ����� �� ��������� �� ����������� ��� ������ ���

dimHsimpl
k (X) = dimker ∂k − dim im ∂k+1

���� ��� �� �������� �� �����

��� dimHsimpl
k (X) = dimCk(X)− rang(∂k) + rang(∂k+1)



������� ����������� �� ������� ��

�� dimCk(X) ����� ����� ��� �� ������ �� k���������� ���� �� ���
����������� ����������� �� X�

�� ������ ���� ���������� �� �������� ��� ����� ��� ������������ ∂n�
�� ��� ������������ ���� ������� ��� ���� ������� ���� ��� ����� ���
�������� ��� ��������� Cn(X) ���� ����� ���� ������� ��� ��� σα��
��� ������� ������� ���� ���� �������� ���������� ��� ������������
�� ����� �� ����� ��� ����� O(p2q) ���� ��� ������� �� ���������
p× q��

���� ��������� ����������� � ����������� ����������� ��� ������
� ��������� ���� ���� �������� �������� ������������� ������� � ����
������ ��� �� ���� ������������� ��� ��������� �� �������� ����������
����� ��� �������� ����� ������ �� ������� �� ����������� ���������� ���
���� ������ ���������� ��������� ��� ���� ��������� ���� ���� ��������
�� ��������

������ ��������� ��������� � �� ��� ���� ����� ������ �� ������ ���
��������� ����������X� ���� �� ��������� �� ����������� ������������
�� �������� n�������� ��� ������������ ��������� ��������� ������� �
������ ��� n���������� σα �� �� ������������� ����������� ���� ����
������ ���������� ��� ������������ ��������� �� ���� ��� n���������� �
����� �� ��� ��������� �� ��������� ���������� �� �� ��������� ����

��������� ���� � �� n��������� ��� ��� ����������� ��������
∆n → X� ��� n������� ���������� ��� �� �������� ��� �� �������
(σ1, a1), . . . , (σℓ, aℓ) �� ������ σi ��� �� n��������� �� ai ∈ K� ��

�� ����
Pℓ

i=1 aiσi� ��� n�������� ����������� ������� ���� ��� ����
��������� �� ������ ��������� ��� ���� ������ Cn(X)�

�� n����� ��������� �� ���� ��������� ��� ������������� �������� ∂n :
Cn(X) → Cn−1(X) ����� ��� ���� ���� n��������� σ�

��� ∂n(σ) =
nX

i=0

(−1)iσ|Fi .

����� ���� ����� �� ��������� n������ ��� �������� �� ker ∂n ��
n����� ���� �� im ∂n+1� �� ���� ����� ���������� �� �� ��������� ����

��������� ���� � ���� ���� ������ n ≥ 0� �� n����� ������ �����
������� ���������� �� X ��� �������� ��������� ��������

Hsing
n (X) = {������}/{�����} = ker(∂n)/im(∂n+1).

��������� ��� ����� ������������ ���������� � ��������� ���� ���
���� �����������X� ���� �� ������ ������� ����� ������ �� ���������



������� ����������� �� ������� ��

�� ������������ ����� ��� ��� ������� Cn(X) ��� ���� �������� �� ���
������� ������� �� �� ��� ������� �� �� ����� ��� ��������� � ������ ���
�� ��� ������� ����� ���������� ���������� �� �������� ������� ������
����� �������� ����� ������������� ������������ ��� ���� ����������
�����������

�������� ���� � ���� X �� ������ ���������� ���� ����� ������
���� �� �������� ����������� ������ ���� ���� ������ n� �� � �� ����
��������� ��������� ����������

Hsing
n (X) ≃ Hsimpl

n (X).

���� �� ������������ ��� ��� ������ ���� �� �������� ��� �������
����� ����������� �� ������ ��� �� ����� �� ��������� ������������ ��
�������� �� ��� ������� �� �� ������ ����� ������� ��� �������� �� ����
��� �� ����������� ����������� �� ������ ����� ��� ����������� ������
����� ���� ����� ���� ������ ������������� ����� �� ������ �� �������
���������� ��� �������� X� �� ������ ���������� ������ ��� �����
������ ��� Hn(X)� �� H∗(X) �� ���� �������� ���������� ���� ��� n
����������

������ ������ ��� ��������� ��������� �� ��������� �� ���������� ���
������������ � �� ������� ���� ��������� �� �� ��������� ������������
�� ����������� ��� �� ���� ������ ����������� �������� ����� ������� ���
���������� ������ ��� ����������� ��������� ����� ������� �����������
�� ������� ��������

���� f : X → Y ��� ����������� �������� ����� ������� �������
������� � ���� n��������� ��������� σ : ∆n → X� �� ���� �������� ��
n��������� ��������� f ◦ σ : ∆n → Y � �� ��� ������ ��� ������������
��������� ����� �������

f∗ : Cn(X) → Cn(Y )

���� ���� ������ n ≥ 0�
��������� ��� f∗ ��� ���������� ���� ��� ���������� ������ ��

����� �� ������� ��� ����� �����������

f∗ ◦ ∂X
n = ∂Y

n ◦ f∗
�� ∂X

n �� ∂Y
n ���� ��� ���������� ����� ������ �������������� ��� X

�� Y � �� �� ������ ��� f∗ ������ ����� ��� ����� �� ���� ��� ���� �

f∗(ker ∂X
n ) ⊂ ker ∂Y

n f∗(im ∂X
n+1) ⊂ im ∂Y

n+1

���� �������� ���� ��� f∗ ������ ��� ������������ ���������� ������
������ f∗

f∗ : H∗(X) → H∗(Y )



������� ����������� �� ������� ��

���� ���������� g : Y → Z ��� ����� ����������� ��������� ����
���� �������� σ� ��������������� �� �� ����������� ����� (g ◦ f) ◦ σ =
g ◦ (f ◦ σ) �� ���� �� ������ (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : Cn(X) → Cn(Z)� ���
��������� �� ������ ���������� ��� ���������� ���� ����� ���������� ���
��� �������� ���� ����� ���� �

����������� ���� � ���� ������ ������������ ��������� f : X → Y
�� g : Y → Z �� �

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : H∗(X) → H∗(Z)

�� ����� (idX)∗ = idH∗(X)�

�� �� ������ ������������� �

���������� ���� � �� f ��� �� �������������� ����� f∗ ��� ��
������������ ��������� �����������

�������� ���� � ��� ���������� ��������� ����������� ���� �� ����
���� �� �� ������� ��� ���������� �� ������ ���������� ��� �����������
��� �� �������� �� �� ��������� ��� ������� ������������ ���� ����� ���
������� �����������

��� ������������ �������� �� ��������� f∗ ��� ��� ��������� ����
���������� ��� ��� ���� ���������� ��� ������������ ������ C0(X,Y )
�������� ��� ��������� ��������� �� X ���� Y � ���� �� �� ���������
���������������� ��� Y ��� �� ������ ��������� �� ������ �� �� ���������
�� �� ����������� �������� ��� ���� ���������

����������� ���� � ������ f0, f1 : X → Y ���� ��������� ���������
������� ��� �� ������ ������� ���� C0(X,Y )� (3) ������

(f0)∗ = (f1)∗ : H∗(X) → H∗(Y )

���� ������� ������� ���� �� ������� ��� ��� ������������ ������
���� ������ ���� �� ���� ���������� ����� �� ������� ��������������

������� ���� � ����������� ��� ������������ p : Rn+1 \ {0} → Sn
�� i : Sn → Rn+1 \ {0} ������� ���

p(x) = x
∥x∥ , i(x) = x.

����������� p◦i = idSn � ���� p∗◦i∗ = idH∗(Sn)� ��� ��������� i◦p ����

���� ������� ��� ���������� �� Rn+1 \ {0} ��� �� ������ ��������������
��������� ft(x) = (1 − t)x + t x

∥x∥ ��� ������ f0 = id �� f1 = i ◦ p�

�� �� ����� ��������� ���� ����� ����������



������� ����������� �� ������� ��

���� ���������� i∗ ◦ p∗ = idH∗(Rn+1\{0})� �� ������� ��� i∗ �� p∗ ����
�������� ����� �� ������� �� ���� ���� k ≥ 0�

Hk(Rn+1 \ {0}) ≃ Hk(Sn) ≃
(
K �� k = n

{0} ������

������ �� �������� ������������ �� �������� � ���� �� �������
��� �������� �� �������� ���� ����� ����� ����������� ���� ��������� ��
������������

�������� ��� ��������� ������ � ������ n,m ��� ������� ���
������ ���� ��� Rn ��� ����������� � Rm� ����� n = m�

�������������� � �� ��� �� m = 0 �� n = 0 ����� ��������� ��
������� ��� n,m > 0� ���� f : Rn → Rm �� ��������������� ������
� �������� f ��� ��� ������������ �� ���� �������� ��� f(0) = 0
�� ���� ��� f �� ��������� � �� �������������� �� Rn \ {0} ����
Rm \ {0}� ���� ��� ������� �� ���������� �� n = 1� ����� m = 1
������ ��������� ���� ���������� ��� n > 1� ������� ��������� ����
Hn−1(Rn \ {0}) ��� ������������ ������� �� ���������� ���� �����������
Hn−1(Rm \ {0}) ���� ���� ����� ���� ������������� �� ������� ����
��������� ��� ��� n = m�

����������

�������� �� ������� ��������� ��������� ��������� ���������� ������
����������

��������� �� ������� �������� ������ ������� �� ������� ��������������
��� �������


