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regroupement

������ �� �� ����������� �� ������ ���� R2 �� ������� ��
�� ������������ �� ��� ������ �� ��������

�� ������������ � �� ������� �� �� ����������� � ������� ��

������� �������������

�� ��� �� �� �������� ��� ������������ �������� ���� ��� �������
����� ����� ��� ���������� ������ �� ������� �� �� ������������ ��� ���
�� ��������� ������������ �� ��������� ����������� �� ������� ��
�� ����� ������� �� ��� �������� ���� �� ������ ���� ������ ���� ������
���� �� ����� ���������� ����� �� �� ����������� ��� ���� ����� ��������
������� �� ���� ������ ������� ���� �������� ������������� �� �� �����
��� � �� ������������� �������������� ������ ������� ������������� ��
������������� �������� �������� ��������� ���� ����� ��� �������� ��
������������ �� �������� ���������� �� ��� �������� ���� ��������� ���
���������� ��� ������� �������������� ����� ��� ��������� �� ����� ���
���� �������� ����� ���� ��� ��������� �������� ��� �� ���� ��� ���������
�� ����������� ���� ����� ������ �� ������� ��� �� ��������������� ���
�� �������� ���������� ���� ���� ������ ������� �� ������� � ����� �����
������� ����� �� ������ �� �������� ��������

���� �� �������� �� ������������� � ���� P = {p1, · · · , pn}
�� �������� ��� �� ������ �� �������� ��������� Rd � ���� �� ������ ��
����� ������������� �� ������� �� ��� �� ������� �� ������ �� ����� ��
������� ����� �� ������� ����������� ��������� �������������� ����������
���� �������� �� ����������� �� ������� ��� ��� ������ �����������
�� m ������� ����������� ��� ���� �� ������� ��� � m �������� �����
������������ ��� ����� ��� ����� ���������� ��� ���� ��� ������� ��
���������� �� ������ m �� �������� ���� �� ������������ �� ����� P
�� m �������������� ������� ��������� P =

Fm
l=1Cl� �� ������� � ����

������ �� ����� ��� m ������� �������������� ���� �� ����� � ���� ���
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������ �� � ������ � �� ����� �� ������ P �� �� ����� � ���
������� � �� ������� �� ����������� f ����� �������� ��� ������
�� P ��� ��� �������������� ���� ��� ������� �� f ���� ������
������� ��� ��� ������� �� ��������� �� ���� �������� ������� �
������ �������� ������� � ������ � ��� ��� ���� �� f �� ����� ���
������ ������� ��� �� ���� ������� ��� �� ��� ���������������
����� ������ �������������� ����������� �� ��� �� ��������
�� f �

������������� ����� ��������� �� ����� P ��������� �� ������������ ���
������ ����������� �� ���������

��� ��� �������� �� �������� ��� ���������� ��� ���� �������� ��
��������� �������������� ��������������� ��� �� ������� ���� ���
������ ���� ������� � ������ ��� ������� �������������� �� ��� � �����
����� �� ���������� �� �� ������������ �� ����� ��� �������� �����
������ �� ���� ���� �������� ��� ���������� ��� �� ���������� ���

��������
������ ������� �� ���������� ����� ���� ��� ������ ��� �������

������� ������ ������� �� ������� �� ������� ��� ��� ���������� �� P �
��� �� �� ������������ ��� ��������� ����� ������ ��� �� �������� ���
��������� ����������� �������� ����� �������� ���� �� ���� �� �� ����
����� � ���� �� ����� � �������� ���� ��� ������������ �

��������� ���� � ��� ������ p1, · · · , pn ���� �������������� �� ���
����� ��� ����� ��� ������ �� ����������� µ� �� ������� f ��� ������� �
�� ������ �� �������� ��� Rd� �� ������ µ ����� �� ������� f ����
��������� ����������

��� ������� ���� ����� ������� ����� ��� �������������� �������
���� ��������� �� Rd �������� ��� ������ ������ � ����� �������
����� �� ���� � �� �� ������� f � ���� ������������ ����� �������������
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��� �������� ������� ��� ������ ������������ ����� � � ���������� ���
������ ��� ���� x� �� ����� ������ ��� ������ ����� ����� �� ���� ���
������ �� Rd ��� ���������� ���������������� ���� x ���������� ����
������� ����������� �� ���� �� ��� �� �������� �� �� �������� f �
���� �� ����� � �������� ���� ��� ������������� ���� ������ ����������
���������� ����� ������ �� ��������� �� ��� �� ������� �� ������ ����
��� ��������� ��������� ��� �� ����� �� ������ ������ �������

���� ��������� ������������ ��� ������� � ������ �� �� ����

���� f � � ����� �� ����� �� �� ����� ���� ������ ��� ������� �����
����� ��� ����� �� ����� ������� f ���� ������ ������� ��� ������ ��
�������� Rd ����������� �� ���� �� ��� �� �������� �� f � �� ����� ����
����� �� ���� ���� ����� ��� ���������� �� ���������� ��� f ��� �������
�� �������� �� �� ��� ���� ������� ����� ����� �������� ��� �� �������
����� ��� ������������ ��� ������� ����� �� ��� �������� �������������
����� ��������� �������� ���� ����� �� ����� �� �������� �

��������� ���� � �� ������� ��� �� ������� f �
��� ��� ������ �� ������ C∞ �
���� �������� � �������� ������������ ��� lim∥x∥→∞ f(x) = 0 �
����� ��� �� ���� ������ ������������ ��� ��� ������ ���������� ����

��� ������ x �� �� �������� ∇f(x) ��������� ���� �� ������ ���
�� �������������� ������������ ��� �� ������� ��������� �� f ��
������ �� ��� ������ ��� �����������

����������� ����� ���� �� ���� ��� ���� �� ������ ���� �������� �� ����
�������� ��� ��� ������ ��������� �� f ���� ������ ���� Rd� ���� �������
������ �������� ���� ����������� ��� ��� ������ ���������� � ������� �����
������� ������ ��� ���������� ��� ��� ��������� �������������� ������� �
�� � �� f � �� ������� ��� ��� ��������� �� ���� ����� ������� �� ������
����� ���� �� ��������� C2 ���� �������� ��� ��������� C∞� ���� ��
�� ���� ������� ���� �� ���������� �� �������� ����������� ������

����� �� �������� f ��� �� ������ C∞� ��� ����� �� �������� ���
���������� ������������ �� ���� ���� ���� ������� �� �� ��� �������
Φ : R+ × Rd → Rd� ���� ������������ ��� �� �������� �� �������
��������� ������� �� ����� �� ��� φx : t 7→ Φ(t, x) ����� ���� ����� x ∈
Rd ��� �������� �������� �� ���������� ������������� ��������� �������� �

(
φ̇x(t) = ∇f(φx(t))

φx(0) = x

����� �������� ������ ����������� � �� ���� �� ��������� t �� �� ��
��������� �������� x� ���� �� ���������� �� ��� Φ�
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�� ������� ����������� ���� ���� ����� x ∈ Rd� �� �� �� ��������
�� ����� �� ��� φx ������� t → +∞� �� ��� ����������� �� f(x) = 0
��� ������� � �� ���� ��� ������� �� ������������ f ��� �������� �� ������
���� x ��� �� ������� ����� �� f ��� � �� ������ �������� �� �����
�������� �� f � ������������ ���� �� ��� Φ ��� ���������� ���� �� ���
������� f(x) > 0� ����������� ��� f �������� � ������� ���� Rd ���
��� ���������� �������� �������� ��� ���������� �� ���������� {y ∈
Rd | f(y) ≥ f(x) > 0}� ���� ������ �� ������ ������� �� �� ����� ��
��� φx� ��� ������� � �� �������� ����� ��� �� ����� �� ��� φx ��������
���� ������� t → +∞� �� ��� ��������� �� ������ ��� �� ����� ��������
�� f � ������ � �� ������� �� ��� ����� ���� ��� ������ �� Rd � ��� ������
��������� �� f �

��������� ���� � �� ������� ������ ���� ����� �������� x �� f ���
���������� ��� ������ y ∈ Rd ���� ��� x = lim

t→+∞
φy(t)�

�� ������� �� �� ��� ����� ������ ��� ��� ��� �������� ������� ��� ������
��������� ������������� �������� Rd� ���������� ���� ��� ������ ���������
�� ���� ��� ��� ���� � �� � � ��������� ��� ������ ������� ����� ���
��� ������ ��������� �� ���� ������ ���� �� ����� �� �� ��������� ��� ���
�������� ������� ��� �����

��������� ���� � ��� ������� ������������� � �� ������� f ���� ���
��������� ��� �������� ������� ��� ���� �� f �

������ �������� �� ���� �� �� �������� ��� ��� �������� ������� ��� ����
��� ���� �� �������� ��������� ��� ������ ��������� �������� ���������
��� ��������� ��������������� ����������� �� �������� �� f ������ ��
������� ��������� �� �� ���� ���������� �� ���� ��� ������ �����������
���� �� ������ ��� �������� �������������� ��� ����� ����� � ����
�� ����������� ��� �� ��������� �������������� ���� ���� ������������
���������� ����� ���� ������ �� �������� ������� ���� �������� ����
������ ��������������

�� ������������� �� ���� ������������ ��� �� ���������� �� �������
�� ���� ��� ������ ����� �� ������ ���������� ���������� �� ���� ���
������� ��� ������� �� ������ ��� Rd ���� ������� �� �������� �� �������
�� ����� ���� �������� ��� ��� ������� �������� ������� ���� �������� �

����������� ���� � ���� ����������� ���� �� �������������� ��
������� ��� �������� ������� ��� ���� �� f ��� ��� ����� ���� �� �����
�������� �������������� �� Rd �� ������������ ����������� ����������
�� ���� �� ������ �� �������� ����� ���� Rd�
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�� ��������� �� ����������� ����� ����� pi �� ����� ����������� P
�� ���� ��� ����� ��� ������� ��� ���� ������ ������� ��� pi ���� ������
��������� ����� �� ������ µ ��� � ��� ������� ��� ������� � �� ������
�� ��������� ������ ��� ���������� ��������� �� ����� ��������� ���
������� ���� ������������� ����������� ���� ����� ���������

���� ������ ��� �������� � ������ �� ����� �� ������ P � �
����� �� ��� ������� ���� ����������� �� ������ ���� �� ������ µ
�� �� ������� f �� ���� ��� ������� �� ��������� �� ���� �� ����
������� ������� �� ����� �� ������� �� ������ �� �������� � ������ ���
������� p1, · · · , pn ���� ������� ������ ��� �������� ��� �����������
��� �������� �� ������ ���� �� �������� �� �������� ���� �� ������ ���
����� ����� ��� ������� ���������� ��������� ��� ���� �������
�������� ��� �������� �������� ��������� �� ������� ������������
���������� �� �������� �� f ���� �� ������� �� ������ �� ��������
�������� ��� ��� ������ �� �������� ��������� �������� ���� Rd� ���
������� ���� ��������� ����� ����� ��� ���� ������ ���� ��� ������
�� ��� ������� �������� ��� �������� ������������ �� ���������� Rd

��� �� ����� ������� ������ ������ �� ���������� ��������� � ������ ���
�������� ���� ������ �� �������� ��� ��������� �� ������ ������ ���
��� ����� ����������

��������������� � �� �������������� �� ��������� �� ������ �� ������
���� �� �� ��������� �� ������� ��� ������� �� �������

��������� ���� � �� �������� �� ��������� ��� ��� �������� �����
������ P × P → {0, 1} ��� ���� 0 ��� �� ��������� {(pi, pi) | pi ∈ P}�

��������� ���� � ����� ����� �� �������� �� ��������� σ : P ×
P → {0, 1}� �� ������ �� ��������� ������������� ��� �� ������ ������
������� G = (P,E) ����������� ���� ��� ������� ���� ��� ������ �� P
�� ��� ������ ������� ���������� E = {(pi, pj) ∈ P×P | σ(pi, pj) = 1}�

������� ���� � ����� ���� ������������� ���������� �� ������� ��
���������� ���� �� �������� ��� ��������� ���� �� ����� � �������� �

� �� ������ �� r����������� ���� �� ���� r ≥ 0� ���������� ��
�������� (pi, pj) 7→ 1pi ̸=pj 1∥pi−pj∥2≤r ��� ����� �� ���� ������
������ ���� � �������� ����������� �� ���� r ���� �� ������� �

� �� ������ �� k����������� ���� �� ������ k ≥ 1� ���������� ��
�������� (pi, pj) 7→ 1pi ̸=pj 1pj∈���k(pi) 1pi∈���k(pj)� �� ���k(pl)
������� ���������� ��� k ���� ������� ������� �� pl ����� ���
������ �� ����� P ���� �� �������� ������������



������� ����������� �� ������� �

r

������ �� � ������ � �� ������ G �� r���������� ��� �� �����
�� ������ P �� �� ����� �� ���� �� ������ �� r ������� ��
������� ��� ������ �� ������ ���� �� ����� ������ ��� ��� ���
����� �� ������������ f̂ ��� ������� ���� ������������ �����
� �� ����� �� � ������ � �� �������� �� ������������ ��� �����
������� ���� ��� ������� ��������� ��� �������� ��� ������ ���
���������� ��� �� ������ ���� ������ ��� ������ �� �� ����� ����
������ �� G �������� ��� �������������

��� ���� �� ��� ������ �� ��������� G = (P,E) ��������� � ����
��� �� P � �� ������� ��� ���������� f̂(pi) �� �� ������� f �� ������
����� pi ∈ P � ������������ �� �� ������� ��� �� ��� �� ����� � ����
�������� ��� ���� �� ����� �� ��� ������� ������ ���������� ��� ��
������� ��� ������������ ���� ������� ���� �� �������� �������������
����� ������ ��� ���������� ����������� ��� ���� ������ ����������
����������� ������������� ����� ���� ���������� ��� ������������ f̂ ���
������� �� ������� f �� ����� ��� ��� P � ������������ ��� ���� ����
������ �������� �� ������������ ����� ���� �

��� ∥f̂ − f∥∞ ���= max
1≤i≤n

|f̂(pi)− f(pi)| ≤ ε(n)

�� �� �������� ε(n) ������ ���������� �� n� ��� ��� ������ ��
����� P � �� ���� ���� 0 ������� n → +∞� �� ����� ε(n) �� ���������
��� ��� ������������ ���� �� ���� ��������� ���� �� �����������
������� �� ������� ������������ �� ��� ��� ��������� ���� ����� ����
�������� ����� ����� �� ��� �� ��������� ����� ���� ����� ������ �����
������ �� ��������� G = (P,E) ���� ����� �������� f̂ : P → R+ ���
��������� �� ������� f ��� ������� � ���� ������ �� ����� � ���������
����� �������� ��� ���� ����������� � �������������



������� ����������� �� ������� �

f̂

������ �� ������ �� ������������ �� ������� f̂ ��������� ��
����� �� ������ P �� �� ����� ��

������������� � �� ������ ������ pi �� ������ ���� �����������
�� �������� �� f ��� ������� ������� pi � ��� ������ pj ���� �������
��� f̂(pj) ��� �� ���� ������� � ��������� ��� �������� ���� ����

������ ��� f̂(pi)� ���� �� ��� ���������� pi ��� �� ������� �����
�� f̂ ���� �� ������ G �� �� �� ������� ���� ����� ����� �� ��� ��
�� ��������

���������� ��� ������ ����� ������������� ����� ��� ����� ���������
�� G� ������������ �� �������� �� ������������ ��� ���� ��� ������
����� ��� ������������ �������� ���� ������� �� ��� �������� ���
�������������� ����������� ��������� �� ������� ���� ������� ���
�� ����� P ���� ������ (1)� ��� ������ ���� ��� �������� �������� ���
������������� ������ �������� ��� ������ ������� ��� ������ ���� ��
������ �� f̂ ��� �� ���� ������� ��� ��� ������������ ��� �� �������
����� �� f̂ ���� G �� ���� ���� ��������������� ���� �� �������� ���
�� f � ������� �� �������� ���� ��������������� ���� �� ������� ������
�������� � �� ��� ���� Rd�

��������� � �� ����� � �������� ������ �� ������� �� ��������
�� ������������� ���� �� ���� ��������� ��� �� ������ �������� �� ���
������ �������������� ����� �� �������������� ��� �������� ����������
��������� ��� ������� �� ������ �� ������� ������������� ���� ������
������ ���� ���������� ��������������� ��� �� ���� ��� ������������ f̂
��� �������� ���� ������ ��� �� ������� f � ������� ������ ����������
���� �� ����� ��� ������� ��� � ���� �� ����� � ���� ��� ������������
�� ����� ���� ������������� ������ �� ���� �� �������� ���� �����������
�������� ��� ���� �� f ���� Rd� �������� ���� �� ������ G ���� ��
��� �� ���� ���������� ��� �� ����� ���� f̂ � ��� �� ���������� �����

�� �������������� �������� ������� �� G ������� ���� ������� ������ ��� ��
��� ������ � �� ����� �� ���� ��������� �����������



������� ����������� �� ������� ��

������ �� ��� ������ ���������� �������� �� �����������
�� ����� ���� ��� ��� ���� ��� ����� ���������� ����������� �����
������ ��� �������� �� ���� ����� � ��� ��� �� ���� ������
������ � ��������� ������������������������������������

�������������������� ����� ���� ������� �� ����� ��� ������

��� ���� ���� ��� ���� ��������� �� ���� ��� �� �� ���� ���� ����
������ �������� ��� ������ ������������ ��� �������� ������������
�� ������ ��� � �� ������������ ����� ������ �� ��������� ����
������� ��� ���������� ��� ��� ���� �� f̂ ���� G� ���������� ��� ��
���� ��������� �� ������� �� ���������� ������� ��� ������������ ��
���������� ��� �������� �������� ��� ���� ���������� ���� ��� �������� ��
����� ������� ���� �� �����������

���� �� ����������� ��� ���� ����� �������� ������� � �����
��� �� ����� ����������� ��� ������� ����������� �� ������� �����
������� �� �������� ���� �� ��� ����������� ��� ���� �� ������� � ��
������� ���� ������� �� ������������ ��������� ��� ��� ���������� ��
��� ����������� ��� ���� ������ ��������� �� ������� ��� �� �������
����������� �� ��������

������ ��������� ��� ���������� �� ���������� (2)� � ���� �� ��������
������ �� ������������� ������ ���� �� �������� ������ �� ������

������� ��� ������ �� �������� ������� �� � ���������� ��� �������� �
�������� ���������� ����� ����� �� �������� �� ���������� �� ������
�� ������� �� ����� ���� ������� ����������� ��������� ������ ���������
������� �� ���� ������ �������� ���� ��� ����� �� ������ �� �����
����� �� ������� ��������� ������ ���� ���������� ��� ������� ���
������ ����� �� ������������� � ��� ����� �� �� ������������ ��� ����
���� ���������� � �� ������� ����� ���� ��� �� ������������ ������ ����
���������� ����� �� ������ ������������ �� ����� ����� ���� �����
������ � ������� � �� �� ������ ��� �������� �� ����� �� �����������

�� �� ������� �� ����� ������������ ��� ��������� ������ �� ��������� ����������
���� ��� ��������� ��������������������������������������������
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������ ��������� �������� ��� ����������� ���

������� ���� ���� ����
�� ���� ���� ����
������������� ���� ���� ����
������ ���� ���� ���
������ ���� ���� ����
��� ��� ���� ���� ����
���������� � ���� ���� ����
������� ���� ���� ����
����� ������ ���� ���� ����
��������� � ���� ���� ����

����� �� ����� ��� �� ������� ��� ���� ����� �� ������
������� ��� ����� ����������� ����������� �� ����� ������� ��
����������� ������ ��� ��� �� ��� �������

���������� ���� �� ����� �������� ��� �� ������� ��� ����� �� ���� ��
���� ������� � ���� ������ ���� ��� ������� ���� ������������������

�� ����������� ���� ��� ���������� �� ��� ���������� �� ������
����� ��� ��������� ���������� ����� �� ������ ����� �� ��������
������ �� �� ��� �� ���� ����� ���������� ����������� ��� ���� ������
���� ������� ��������� ���� ����� ��� �������� ������� �� �� ��������
� ��������� ���� ������� �������� ��� �� ������ ���� ������� ���� ��
����� � ���� ��� ������������� ������ ��� ������������� ���� �� ������
�� ������ �� �� ��� ���� ��� ����������� ������ �� ���� ���� ��� �����
��� � ��� ����������� ����� � �� �������� ��� ������ � �� � �������
��� ������ ��� ��� ������� ��� ���� ����� �� ����� ����� ����� ��� ���
������� ��� ���� ����������� �� ����� ������� ����� �� ����� ��
���� �� ��������� ����� ���� ���� �����������

������ ��������� ������������� � �� �� ���������� ������ ����
��������� �� ������������ �� ������������ ���� ���� �� ��� �� ������
����������� X �� ��� �������� f : X → R� ���� ���� ������������ ����
�� ������ � ��� ���������� ��� f �� X ������������ �� ����� �� �����
����� ������ ��� � ������� ��� ���������� ������� ��� ���� ������ ��
����������� ��������� ����������� ��� ����� �� �� ������� ����� �� ���
������� ��� �������� �������������� �� ������������� ���� ����� ����
� ��� ������� ������� ����������� ���������� �� �� ���������� ��� �
���� � �� ������ ����������� ��� �� ��� �������� �� ������������ ���
������������ �� ����� ��������� ������ ��� ������������ ���� �������
���� �� �������� � � ���� �� ����������� �� �������� ����
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��������� �������� ���� ����
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���� �� ������� �������� ���� ����
������ ������ ����������� ���� ����
������ ���� ������� ���� ����
���� ������� ������ ���� ����

����� �� ����� ��� �� ������� ��� ���� ����������� ��
������ ������� ��� ����� ����������� �� ������������

��������� ���� � �� ����� x ∈ X ��� �� ������� ����� ��� ����
�� f ���� ������ �� ��������� U �� x ���� X ��� ��� f(x) = max

U
f �

���� ��������� �� ����������� ��� ����� �� ������� ����������� ���
����������� �������� ��� ��� ���� ��� ����������� �� �� �������� f
����� ��� �� ������ ������� ��������������� �� +∞ ������� −∞�

��������� ���� � ����� ����� �� ������ t ∈ R� ����������� ���
���������� �� f ������� ��� f−1([t,+∞))�

��������� ���� � ����� ����� �� ��� x ∈ X �� f � ���� ���� ������
t ≤ f(x) �� ������ Ct(x) ����� ����� �� ���������� ������� ��� ���
�� ���������� f−1([t,+∞)) � �������� ���������� x�

������� t �������� �� ���������� �� f ������� �� ���� ��� ��������
����� ��� ��� ����������� �������� ��� ���� �� ����������� �

���������� ���� � ����� ����� �� ��� x ∈ X �� f � ���� ���� ���
����� t ≤ t′ ≤ f(x) �� � Ct(x) ⊇ Ct′(x)�

������ ��������������� �� ���� ������� �� ���������� �� �� ������
����� ������� ��� ��� ��������� ����� ��� x ������ ��� ���� ������� ��
������ t� �� �������� �� �������� ������ �� t � �������� ����� ������
����� �������� ���� ����� ���� ��� ���� ����� � � ����� ������ t = h(x)
������������� x ������ ����� �� ��� ���������� ����� �������� ����
������� �� �� ����������� ��� ������ ��� �� ��������� f(x)− h(x) ≥ 0�
���� �� ��� ����������� �� �� ���������� �� x �������� ���� ����� ����



������� ����������� �� ������� ��

��� �� ���� �������� �� ��������� ��� ���� ���� �� ��������� ����
����� ����� ���������� �� ������� �� ������� �����������

������������� �� ������� ����� �� ����� ����� ⪯ ��� X ��� ��� ��
����� ���������� �������� ��� ������� ������ �� �������� �� ������ ��
�� ��������� ������� ��������������� ������� ��� X �

��� y ≥ x ⇐⇒
(
f(y) > f(x) ��

f(y) = f(x) �� y ⪯ x

�� ���� > ������� ����� ������ ������� �

y > x ⇐⇒ y ≥ x �� y ̸= x

��������� ���� � ���� ���� ��� x ∈ X �� f �� ������ �
• ��������� �� ���������� �� x ����� ����� �� ������ f(x) ∈ R �
• ��������� �� ����� �� x ��� h(x) = sup I(x) ∈ R ∪ {−∞}� ��
I(x) = {t ≤ f(x) | ∃y > x ��� �� f ��� ��� Ct(y) = Ct(x)} �

• ������������ �� ����������� �� x ����� ����� ������������
]h(x), f(x)] ⊆ R� ��� ���� ��������� ������ � ������ ���
���������� ��� ����� ��������� ���� ���� � ������� �

• �� ����������� ��� ����������� �� ����������� �� x ����� �����
�� ��������� f(x)− h(x) ∈ R+ ∪ {+∞}�

�������� ���� � ���� ��� ���� x ���� ��� h(x) = −∞� �� �������
����� ����� ��� ������ ��� ��� ������� ������ ��� ���� ��� ���������� ��
����������� �� ��� ���� ��� ����� � ���� ������� ����� �� ������� �����
�� �� ����������� �� ����� ���

��������� ���� � �� ����������� �� f ��� �� ������������� ���
����������� �� ����������� ��� ���� �� f � �� ������������ ���� ������
����� ��� �� ������ ���������������� ������ �� ��� ����������� ���� ��
��������������

������� ���� � ����������� �� �������� x 7→ − sin(x) cos(3x) ���
������������ X = [−5, 2] ⊂ R ���� �� ������� ����� ��� ��� ������
���� �� ������ ��� ���������� � �� ����� �� ����� �������� �������

���� ����� ��� ��������� x = −5� x = arctan

r
2 +

q
11
3 + k π ��

x = − arctan

r
2−

q
11
3 + k π ���� k ∈ {−1, 0}� ��� ����������� ��

��� ����������� ����� �� ������ � ������ �

]− a, c] ]− b, b] ]−∞, a] ]− b, b] ]− a, a]
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a

c

b

−∞

-a

-b

������ �� ������ ��� ����� �� ����������� ��� ������� ��
�� �������� x 7→ − sin(x) cos(3x) ��� ������������ X = [−5, 2]
���� �� ������� ����� ��� ��� ������ ��� ����� �� ������� ���
����������� �� ����������� ���� ������ � �������� ��� ���� ����
����������� �� �� ��������� ��� ����� �� ������� ������� ��
���������� ��� ���� ���� ������������ ��� ��� ������ �������
������ ������� ������ ��� � ��� ������ ��������� �������

��

a =
�
3
p
11/3 + 5

��
2 +

p
11/3

�1/2 �
3 +

p
11/3

�−2
≈ 0.88

b =
�
3
p
11/3− 5

��
2−

p
11/3

�1/2 �
3−

p
11/3

�−2
≈ 0.19

c = sin(5) cos(15) ≈ 0.73

��� ������� ������������ �� ����������� �� �� ����������� ���� ���
����� ���� ����� �������� f : X → R� ��������� ����� ����� �� ����
��� ��������� ���� ����������� ��� ��� ����������� �������� ��� ���
��������� ��� ���� �������� ������������� ��� ����������� �� �� ���������
������������ �

��������� ���� � ∀t ∈ R, f−1([t,+∞[) =
[

x pic de f
f(x)≥t

Ct(x)



������� ����������� �� ������� ��

���� �� ��� ��������� �� ����� ��� ����������� �������� ��� ���
���� ��� ����������� ������� ���� �������� �� ���� ��� ������ �� ���
���������� �� ���� ���������� ���� ��� ���������� �������� ���� ��
������������ ����� ���� ��� �������� ���������� �

������� ���� � �� �������� �������� ��� R �� ��� ������������ ]0, 1[
��� ����� ��� �� ���� ��� ����������� ��� ����� �� ���� ���� �� �����

���� x 7→
(
1− |x| �� x ̸= 0

0 �� x = 0
��� ������������ [−1, 1]�

������� ���� � �� �������� f : x 7→ −(x3 + 2) exp(−x) ��� R+

� �� ������ ��� �� x = 1� ���� �� ����������� ��� +∞ ����� �����
������������ � �� ������� ���� ���� ��� f(1) = −3

e �� lim
t→+∞

f = 0�

� ������ �� ���������� ���� ����������� ���� ����������� ��� �����
���� ����� �� ��� ��� ������� ������� X ��� ������� �� f ��� ���������
�� ������ ������� X = Rd �� f ��� ��������� �������� �� ����� �� �����
���� � ������� ����� ���� ����������� ����

���������� ��� ����� � �� ���� �� ������������ ���� ������� ����
��� ��� ������ �� ������ �� �� �� ��� ���������� ��� ��� ����� ����
���� ���� ������� ����������� ������������� ��������� ��������� �����
��� ���� ����������� ��� �

��������� ���� � �� ������ �� ���� �� �� �������� f ��� ����

�������� ���� � ���� x ∈ X �� ��� �� f ���� �� ����������� ���
���� �h(x) > −∞�� ������� ��� ���������� I(x) �� �� ��������� ���
��� ����� ��������� �� ���� ��� ����������

J(x) = {y ��� �� f | y > x �� Ct(y) = Ct(x) ∀t ∈ I(x)}
�� ��� �� ������� ����� �� ������� ���� ������� ≥ �� ���������� ����

�� ������� �� J(x) ��� ������ �� ������ �� x� �� ��� �����������
��������� � x ���� ������� ≥ ���� �� �������� �� ������� ������ ���
���������� ��� ��� ����� �� ������ �� �������� �� �������� ��� ����
�� ����������� ������� �� ����� � ������ ����� ���������� ���� ��
�������� �� ��������� ����

���������� �� ����������� �� ���������� � ��� ����� ������� �� ���
��������� ������������� ��� ������������ ��� ���� �� ����� �� ����
����������� �� ������ ���� �� ���� ������ R × [−∞,+∞[� �������
���������� �� ������������ ���� �������� ������ ����� �� ����� (a, b)
���������� � ��� ����� �� ������������ ]b, a] ���� �� ����������� ��������



������� ����������� �� ������� ��

a

c

b

−∞

0

-a

-b (2)

������ �� �� ����������� ���� �� �� ����� � �� ������� ��
��� ��������� �� ����������� ������������� �� �������� ��
������������ �� ����� (b,−b) ���� �� ��������� ��� ��������
����� ������������

−∞
10

������ �� ���� ��������� [0, 1] → R �� ������� �� �����
���������� �� ����������� �� ������� ����� ������ ��� ���
�������� �� ����� ������������� ������� ����� ��� ������ ���
���� ���������� ���� �� �������� �� ���������� ���� ���
�������� �� �������� �� ��������� ��� ���������� ���������� �
�� ��������� ��� ���� ��������� �� ����� ����

���� a > b ≥ −∞� ���� �� ����� � ���� ��� ������������� ����� ���
������������ ����������� �������� �� ���� ����������� ���� ���� ����
���������� �� ������� ��� ������������ ����� ��� ������ �� ������� ��
������ ����� ��� ������� ����������� ���� ���������� ���������������
��� ��������� �� �������� ��������� ����� ������������� ������� ��������



������� ����������� �� ������� ��

�� ������ �� ��������� ����������� �������� �� ��������� ���� ���� ������
������ ����� ��� �������� �� ��������� ������� ����� ���������� ��
������������ ��������� ��� ����� ��� ������� ����������� �� ���
������� ������� �� ����� �������� ���� ������ �� �������� �� ���� ��
��������� ���� ������� ���� �� ���������� ��� ��������� �� �� ����� ��
���������������� ��� ���� ���������� ���� ��������� ��� ��� �������
��� ���� ��������� ����������� ������� ����� ���� ������������ �� �����
��� ���� ����� ��� ������ �������������� ���� ��� ���������� ���� ���
������� ���� �� �� ��������� y = x� ������� ���� ��������� ����� ��
������ �� ���� �� ��������� ������� ������� � �� �������� �� ������ ��
��������� ����� ��� ���������� ����� �� ����������� ��������� �����
��� ���� ����������� ��� ���� ���������� �� ���� ������� ��� ��������
��������� ��� ���� ��������������� ��� ��������� ���� �� ���������
����� ������ �������������� ���� ��� ������������

������ ��� ���������� �� ����������� ����������� ��� ��������������
����������� ��� ����������� �� ����������� ��� ���� ����� ��������� ����
��� ��� �� �������� �� ��������� ����� ���������� ������� �������
������ �� �������������� �� ����� ��� ���� �� ��������� ����������
����� ����� ����������� �� ������������ ����� ����������� ��������� ���
������� ��� �� �������� ����������� �� �� ������� �� �� ������������
������ �� �������� �� ���������� ��� ��� �� ��������� ��� ����������� D�
��� ������� � ����� �������� X → R ��� ��������� �� �����������
������� �������� ������� ��� ��������������� ���� ����� �������� �� ������
��� �������� �� �� ������� �������� � ���� ������ �� ����� � ���� ���
������������ �

�������� ���� � ���� ������ ��������� f, g : X → R �������� ���
���������� ��� �� ���� �� � ����������� ��������� �� db ������� �� ����
����� �� ������ �� ��������� �� ∥ · ∥∞ ������� �� ����� ��� ��� X �

db(D(f), D(g)) ≤ ∥f − g∥∞
���� ������ � ������������� �� ����������� � �������� �����
������ � ����� ����������� �� ��������� �� ����������� ���� �������� ���
������� �� ������������ �� ���������� �������� � �� ������� ���� ����
�������� �� ���� ��� ������� ������������ �� ��������� ���� ������
������� �� ��������������� ��� �������� ����� ��������

���������������� � ����� ����� �� ������������ P =
Fm

l=1Cl ����
���� ��� ������������ ��� �� ������ �� ��������� G = (P,E)� ����� ���
��� ���� x1, · · · , xm ∈ P �� f̂ ���� G �������� � ������ ��� ��������
C1, · · · , Cm� �� ������� ������������ �� ����������� �� ������ ��� xl �
����������� �� ������ G� ����� ��� ��� ������ ����� ������� ����� ���



������� ����������� �� ������� ��

0

-∞
0

������ �� � ������ � ������������ ��� ���� �� ������������
�� ������� f̂ ���� �� ������ �� ��������� G �� �� ����� �� ���
��� ���� ��� ���� ����������� �� f̂ ��� ������ ���� ������ ����
��� ��� ���� �� �� ����� ������� f ����� �� ����� ��� ������ ���
�� ����� ��� ���� �� f̂ ��� ����� �� �������� ���� ��� ����� ��
������ ����� �� �������� �� f � � ������ � �� ��������� ��
����������� �� f̂ � ����� �� ������ ��� ������ ������������� ���
����������� �� ����������� ��� ��� ���� �� f̂ ��� ���� �������
������ ���������� ������� �� ����� ��� ������ ��������������
�� ����� ��� ���� �� f̂� ���� �� ����������

������ ����� ��� ������� �� ������ ��������� ���� �� ���� �� ������
����� ��� �������� �� �� ����� �� �� ����� �������������� �� �� ������ ��
������� ��� �� ���������� ��������� � ����� �� ������� ���� �� ������
������� �������� ������� ������� �� ���� ����� ������� ������

�� ������� ��� �� ������������� ��� ����������� �� ����������� ��� ����
���� G �������� ���� �� ����������� �� f̂ � ��� ����� ��� ��������
������ ��� �� ������ G� �� �������� ����� �� ������ �����������
�������� ��� ��� ������� �� ��� ������� ���� ������������� �������� ���
������� �� f̂ �� ���� ��� ������� ���� �� ����� � ���� ��� �������������

����� ����� �� ����� �� ����� τ ∈ R+ ��� �� ������������ �� ��������
������� ������������� ��� �������� �������� ��� ���� �� ����������� ����
������ ��� τ ���� ��� �������� �� ����� �������� ������ ���� ���� �� ���
������������ �� ��������� ��������� �� �������� G �� �� ������ �������� ���
�������� �� �� �������� f̂ ������������ ��� ���� ��� ��� ����� ��� ��
������� ������ �� f̂ ��� �� ���������� ������� �� G �� �� �� ������
� �� ������� ��� ������ �������� ����� � ���� ��� ��� ���������



������� ����������� �� ������� ��

��� ����������� ������� �� �� ����� �� ��������� �������� ���� ����
��� �������� �������� ��� ���� �� ����������� ���� ������ ��� τ ����
�������� ��������� �� �� ��� ���� ��� �������� �������� � ��� ���� ��
����������� ���� ������ ��� τ � ����� ����� ��� ���� ����� ������ ��
���������� �� �� ����� � � ������ �� ����� �� �� ����� �� ��� �� �����
������� �� ����� τ �

����� �� ����� �� ������������ � �� ��������� ���� ������� �� ������
�� ����� τ �� ���� ��������� ��� �� ��������� �� ����������� �� f̂
���� G� ���� D(f̂)� ��� ���� � ������� ���� �� ���������������� �����
�� �������� �� ��������� ���� �� ���� ������� ���� ���� ��� ����������
����������������� ���������� �� ��������� D(f̂) ������ ��� �������
���� ������ ������ ����� ����� ��� ����������� �� ����������� ��� ���� �� f̂
������������� ��� ���� �� �� ������� ������������ f � �� ������� �����
��� ����������� �� ����������� �� ����� ��� ���� �� f̂ � ��� �������������
� �� ����� � ���� ������ �� ����� � ���� ��� ������������� ����� �
����� ����������� ������������� ��� ��� ������� ������������ ���� ���
���������� �� ����� τ ������� ��� ������� �� ��������� ��������� �� ���
��������� ��������� �� �������� ���� ��������� ������ �� ��� ������ ���
� ��������� ����� ��������� ������� ������ ���� ����������� ����
�������� �����

����������

������� ��� ������� �� ��� ������ ��� ��� ������� �� �������
����������������� ���������� �� ���������� ���������� ������� ��
��� ���� ����� ������

���������� �� ��� ����� �� ������� ���� ����� � � ������ ��������
������ ������� ����� ��������� ���� ������ �� ������� ��������
��� ������� ������������� ����� ���������

������� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ��� ������ �� �������
������������ �� ����������� ��� ������ ���������� ��� ��� ����
�����

������� �� �� ��� ��������� �� ��� ��� ��������� �� �������
� ����������������� �������� �� �������������� ������� ���������
���� ������ �������� ���� ���������

������� �� �� ������� ����� ������� ������ �� �� ������ �� ������
������ �������� ��������� ���������� ������


