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�� ������� �� �� ����������� ����� � ���������

�� ������� �� �� ����������� ���������� � ���� ������� �� ��������� �
�� ������ ������������ ��� ��� ���������� ��������� ������������ � ��
������ ����������� ��� ��� ������� ������� �� ���������� ������� ���
����� �� ������������ �� ���� �� �� ������� �� ����� �� ������ �����
������ �� ��� ������� �� ����������� ���� ��� ��������� ����� ��������
���� �� �������� �� ����������� ��������������� � ����� ���������� ��
������������� �� �� ������ ��� ������������ �������� ������ ��� ����
�� �������� ������� �� ��������� ����� ���������� �� ����������

���� ���� �� �������� �� ��� �� ����� K �� �� �������� ����������
������� (T,≤)�

���� ����������� ��������� ������������� � ��������� �������
�� ������� ��������� �� ��������� ��������� ������������ �� �������
�������� �������� ���� ���� ��������� ����������� �� ��������

��������� ���� � ��� ��������� ��������� ������������ �������
��� T ��� ��� ������� (Xt)t∈T ��������� ������������ ��������� ��
���� ��� Xt ⊆ Xt′ ���� ���� t ≤ t′ ∈ T �

������� ���� � ����� ����� �� ������ ����������� X �� ��� �����
���� f : X → R� ���� ���� ������������ �� ������� ��� ������������
Ft = f−1 (]−∞, t]) ����� ��� ��������� ������� ��� T = R ���� ��
������� ����� ��� ��� ������ �� ������� ������ ����� �� �� �������� ��
�� ������� ��� ����������� F t = f−1 ([t,+∞[) ����� ��� ���������
������� ��� T = R ���� �� ������� �������

��������� ���� � ��� ��������� (Xt)t∈T ��� ���� ����������� ��
������ ������ Xt ��� �� �������� ���������� �� �� ������������� ��
Xt′ ���� ���� t′ ≥ t ���� ���������� T �

������� ���� � ����� ����� �� �������� ���������� X �� ��� �����
���� f : X → R ��� ������� �� ���� � ������ �������� �� X� �� ������
���� ��� ������������ �� f ��� ������������ ���� �� ����� �� ���� ���
�������������

���� ������� �� ������������ � ����� ��� �� ������������ ��
��������� ��� ������� �� ����������� ���� �� ��������� ����� ������� ��
�� ������� �� �� ������������

��������� ���� � �� K������� �� ����������� ������ ��� T �
�� ���������� ������ �� ����������� ������� �� ����� K �� �����
������ ������������ T ���� ������ ���� �� ��������� ��� ��� �������
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������ ��� �� ���� � ��� �������� ������ f ��� �� ��������
���������� X� �� ��� � �� ��������� ������������� ��� �����
������� �� f � ���������� ��� ������� {1, 2, 3, 4, 5}�

(Mt)t∈T �� K�������� ���������� ������ ��� ��� ������������ K����������
mt,t′ : Mt → Mt′ ���� ���� t ≤ t′ ∈ T ������ ��� �

(
mt,t = idMt ∀t ∈ T

mt,t′′ = mt′,t′′ ◦mt,t′ ∀t ≤ t′ ≤ t′′ ∈ T

��� ������� Mt �� ��� ������������ mt,t′ ���� ������� ��������������
������� �������� �� ������������ �������� �� ������ M �

�� ��� ������� ������� ��� ������� �� ����������� �� ������� ���
��������� �� ������� ��� �� ������� �

����� ���� � ���� ����� ��������� (Xt)t∈T �� ���� ����� k �� ���
�������� �� ������� ��� ������� ����������� (Hsing

k (Xt))t∈T � ������ ���
��� ������������ ��������� (ιt,t′)∗ �������� ��� ��� ���������� ιt,t′ : Xt ,→
Xt′ � ����� �� ������ �� ����������� ������ ��� T � �������� ��� ������
�� ������ �� ����������� ������ ��� (Xt)t∈T �� ��������� �� ����� k�

�������������� � ������� ����������� �� �� ������������� �� �������
������

������� ���� � �� ������ �� ����������� ������ �� ��������� ��
����� 1 ��� �� ��������� ����������� �� �� ����� �� ���������� ��� �������
{1, 2, 3, 4, 5} ��� �� ������� �

K
( 10 ) // K2

( 0 1 ) // K
( 01 ) // K2

( 1 0
0 1 ) // K2
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������ ��� ������ ��� ������������ �������� ������� ���� ������� ���
������ ���������� ���� ����������� ���� ��� ������ �� ��������� ��� ������
������� �� �������������� ����������� ��� ������������ �������� ������
�� ����� ��� ����� ���� ��� ������� ����������� � ��� �� � ���� ���
������ �������� ��������� ������ ������ ���� �� �������� ����������
���� ������ ��� ������

��������� ���� � �� ������ �� ����������� N ��� �� �����������
���� ����� ������ �� ����������� M � ���� N ⊆ M � �� Nt ��� �� �����
������ ��������� �� Mt ���� ���� t ∈ T � �� �� nt,t′ ��� �� �����������
�� mt,t′ � Nt ���� ���� t ≤ t′ ∈ T �

��������� ���� � �� ��������� �� K�������� �� �������
����� ϕ : M → N ��� ��� ������� �������������� K����������
(ϕt : Mt → Nt)t∈T ������ ��� �� ��������� ������� ������� ����
���� t ≤ t′ ∈ T �

Mt

mt,t′ //

ϕt

��

Mt′

ϕt′
��

Nt nt,t′
// Nt′

�� � �� ����������� �� ��������� �������� ���� ������ ������ ��
����������� M � ���� idM �� ����� ������������� ��� (idM )t = idMt �

�� � ��������� �� ��������� ��� M
0−→ N ����� ����� ����� ��

������� �� ����������� M,N � ����� ������������� ��� �������������
�������� ������ �� ����������� ��� ���������� �� ������� �� �������
������ ����� � ����� ��� ������ ������������� ��� �� ����������� ���
������������ ��������� �

��������� ���� � ���� ���� ���������� �� ������� �� �����������

L
ϕ−→ M

ψ−→ N ������� ��� T � �� �������� ψ ◦ ϕ ��� ������ ��� �

(ψ ◦ ϕ)t = ψt ◦ ϕt ∀t ∈ T

�� ����������� ��� ���� ������������ �� ���� �� ��������������� �� ��
����������� ��� ������������ ���������� �� ����� ���� ���� ���������
ϕ : M → N �� � ϕ ◦ idM = idN ◦ ϕ = ϕ� ����� ��� ���������� �����
����� �������� ��� ������� �� ����������� ������� ���������� ���� ��
������������
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���� �� ����� �� ��� �� �� ������� ��� ����������� � ��� ���
�������� ��������� ������� ���� ����������� �� ������� ���� ��������
�� ��������� �� ������� �� �� ������� ��� ����������� �� ���� �� ����
���� ���������� ���������� ������� T ����� ��� ��������� ������ T��
���� �� ����� ��� ������� t ∈ T �� �� ������ ��������� ��� �����
���������� ����������� t ≤ t′ ∈ T � �� ��������� ��� ������� ����� �
���� ��� ��� ������� �� ����������� ���� ��� ��������� �� T ���� ��
��������� ��� K�������� ����������� ���� T → VectK� ������ ��� �� ���
������� ��� ������� � ���� ��� ��� ���������� ����� ������� �� �������
����� ���� ��� ��������������� ���������� ����� ��������� T → VectK�
���� �� ����������� �� ���� ������������� ����� ������� ���� �� ���
������� ���� ��������� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ������� ��
����������� ������� ��� ��������� �� ����������

������� �� �� �������� �� ������� ��� ���������� ������� �� ��������
�������� �� �� ��������� ������������ ��� �������� ���� ������� ����
������� ���� �������� ��� �������� ���������� ��� ������� �� �������
������ �� ������� ����� �� ��� ���� ����� ��� ��� ��������� � �������
���� ��� ��������� ��������� ����� VectK ������� ��������� ���
��������� ���������� ���� ��� ������������ ��������� ���� ����� ��� �

� ���� ���� ������� �� ����������� M,N � ���������� ��� ����
������� M → N ����� �� ������ ������� � �� ����� �� ������
������ ��� ���������� �� ������� �� ����������� ��� ���������� �

� �� ������ �� �������� ������ �� ������������ ������ �����������
�� ����������� �� ���� 0� ��� � �� ��������� ��� ���� ���������
M → 0 �� 0 → N ��� ���� �� ��� �� ������ ����� ����� ����
��� ������� �������� �� ������ ��� ������������ �������� ���� �

� �� ������� �� �� ����� ������� �� ������� �� �����������
�������� �� ���� ������ ������������� ����� ���� �� ������
���� ��� ���������� �

� ���� ��������� �� ������� �� ����������� ����� �� ����� ��
�� �������� ������ ������������� ����� ���� �� ��������� ���
���������� � �� ����� �� ��������� ϕ ��� ����������� � ������
���� �� ����������� �ϕ ◦ ψ = ϕ ◦ ψ′ ⇒ ψ = ψ′� �� �� ���������
�� ��� ����� ��� ��� � �������������� ϕ ��� ����������� � ������
�� �� ��������� �� ��� ������� ��� ����

������ �� ���� ��������� ��� ������� �� ����������� �� ��� ����������
��� ��� ������� �� ��� � �� ������� ��� ������� ���������� �� ��� ������
������� ���������� ����������� �� ������� �� �� ����������� �������� �����
��� ������� ���������� ������� �� ��������� ��� ������� �� �����������
������� ��� �� �������� ��������� ���� ������� T = {1}� ��� �������
����� � ����� ��� ������� ����������� ������ ������ ���� �� ��� �����
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����� ���� ������ ������ ������� �� ������ ��������� ����� �������
����� ����� ����� ������ ����������� ���������

��������� ���� � ����� ������ ���� ������� �� ����������� M,N �
���� ����� ������� M ⊕N ��� ������ �������������� ������������ ���
(M⊕N)t = Mt⊕Nt ���� ���� t ∈ T � �� mnt,t′ = mt,t′⊕nt,t′ ���� ����
t ≤ t′ ∈ T � �� (mnt)t∈T ������� �� ������� �������������� �������� ��
������ M ⊕N �

��������� ���� � ���� ���� ��������� �� ������� �� �����������
ϕ : M → N � �� ����� kerϕ� ������� imϕ �� �� ������� cokerϕ ����
���� ����� ������ ������������� �� �� ������� �������� �������� ���� ��
����� �� �������� ���� ������� �� �� �������� �

� ���� ���� t ∈ T � �������� (kerϕ)t ��� ����� ����� ����� kerϕt �
� ���� ���� t ≤ t′ ∈ T � ������������� ������� (kerϕ)t → (kerϕ)t′

��� ������ ����� ����� �� ����������� �� mt,t′ � kerϕt�

�� ��������� ϕ : M → N ��� ������ ������������� ��������� ���
����������� � ������ ���� �� ������������ �� ���� ����� �� ��� ��
���� ����� ������� � ���� ��� kerϕ = 0 ����� kerϕt = 0 ���� ���� t ∈ T ��
�������������� ϕ ��� ������ ������������ ��������� ��� ����������� �
������� �� ��� ������� � ���� ��� cokerϕ = 0 ����� cokerϕt = 0 ���� ����
t ∈ T �� ����� ϕ ��� ������ ������������ ������� kerϕ = 0 = cokerϕ�
�� ���� �� ��� ��� ������� M �� N ���� ���� ����������� ���� M ∼= N �

���� �� ����� �� ��� �� ��������� ������������ � ���� ������
���������� �������� ������� �� ����� ������ ���� �� ������������ ���
������� �� ������������ �� ������� �� ���� ���� ���� ��������� ������
������ ��� ������� �� ����������� ������� ���� ��� ����� ��� �������
��� ��� ��������� ���� �������� �� ��������� ���� �������� �� �������
���� ��� ���������� ���������� ���� ��� ���������� �� �������� ����
��������� �������� ���� ������ ���� ���������� ��� �� ��� �����������
�� ���������� ���������� ������� T ��� ��� � ���� �� ���� ��� �������
�� ����������� ������� ���� ��� ����� ��� ������� ��� ��������� ���
��������� � ��� �������� � ���������� ���� K�

��������� ���� ��� T ��� ���� �� ����� ���� ����� �� �����������
��� T = {0, 1, · · · , l} ⊂ N� ���� M �� ������ �� ����������� ������
��� T � �� ������� ������� �� �� ������ �� ����������� M ′ ������
��� N �� ������

(
M ′

t = Mmin{t,l} ∀t ∈ N
m′

t,t′ = mmin{t,l},min{t′,l} ∀t ≤ t′ ∈ N
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�� ������ �������� ��� M ′ ��� ���� �� ������ �� ������������ ��
��������� ������� �� K������� ���������

M̄ =

∞M

t=0

M ′
t

��� ���� ����� ����� ��������� �� ������ � ������ ��� K[x] �� ������

x · (α0, α1, α2, · · · ) = (0, m′
0,1(α0), m

′
1,2(α1), · · · )

���� ���� ������� (α0, α1, α2, · · · ) �� M̄ � �� ��������� �� ������ ���
��������� ��� ����������� �� ���������� �� ���� ������� ��� ����� ��
���� ��� ��������� �� ������ N������� ��� ��������� K[x] ����������
N��������� ���� �� ���������� �� ����� t ��� M ′

t �
����� �� ������ ��� ������� �� ����������� ��� ������� ��� T ����

��� ������� N�������� ��� K[x]� �� ���� ������� ��� ����� ���������
������ �� ���������� �� ��������� ���������� �� ��� �� �������� ���
����� ��� ���� ���� ���� �������� ������� ��� ������� �� �����������
����� ��� ������� ��� ��������� ��� ��������� �� �������� ��� ������
�� ��������� ����������� ���� ��� �������� �� �� ����� �� �������
���� �� ��������� ��������

���� ������������� ��� ������� �� ������������ � ����� ���
��������� ������������� ��� �� ������ � ���� ��� ����� �� �� ����������
���� ��� ������� �� ����������� � ������������ ����� ���� � ��������
���� ������ ������� �� �������� �� ��������� ��������� ���� ��� ���
������� ��� ������� �� ����������� �� ����� ������� �� �������
���������������� ���� �������� ��� ������� ����������� ���������� ������
����� �� ��� �������������� ��� ������ ����� ��� ������������ �������
���� ������ ���� �� ���� �� �� �������� ����������� ������� �� ���������
������� ��� ������� �� ������������

��������� ���� � �� �� ������ �� ����������� M �� ���������
�� ������������ ����� �� ��� ����� ������� M ∼= L ⊕ N ���� ���
���� ������ ���� ��������� ����� �� ��� ��� M ��� ������������ ��
��� ������ L,N ���� ������� ��� ��������� �� M � �� �� ��������� ��
�������� ��� �� ������������� �� M �� �� ����� ����� �� ��� ��� M ���
���������������

����� �� ��� �� � �� ������� ���� ��� ������� �� ����������� ����
����������� ��� ������� ���������� ������� ���������� ������������ T
��� �� ���������� ���� ���� ������������� ���� �� ��� ���� �����������
��� ������� ���� �� ��� ������� �� ��������� �� �������� ��� ��������



������� ����������� �� ������� ��

���� ��������� �� ���� ���� ���������� �� ���� �� ������ ��� ��� ���
����� �� ����������� �� ���� ����� ������������ ���� �������������
������������ ��� ���� ����� ������������ �� ���� ��� ��� ���������
���������� ���� �� ��� � ��� ���������� �� �������� �� �� ���� ������
������� ����� �� ��������

������� ���� � ������� �� ������ �� ����������� K idK−→ K ������
��� ���������� T = {1, 2}� �� ������ ����� 0 −→ K ����� �����
������ ���� ��� ����� ��������� �� ����� �� ������� ��� ��������
������ ��� ���������� �� �� ���������� ���� �������������� ������� �����
��������� 1 � �������� 1 �� ��������� 0 � �������� 2 �� ������ ����
��������� � K → 0� ��� �� ������� �� ���� ���� �� ����������� �� M
��� idK ������ K ��� K �� ��� ��� ��� 0�

�� ��� ���� ��� ������ ��� ���� ���� ��������� ����������� ���
������� �� ����������� ��������������� ���� ���������������� ����
�������� �� ��� ������� ��� ������� ������������

��������� ����� � �� ���������� ��� �� ������������� I �� T ���
��� ������� ���� �������� ������������ ��� ���� ���� t ≤ t′ ≤ t′′ ∈ T
���� ��� t, t′′ ∈ I �� � t′ ∈ I� �� ������ ���������� KI ������� � I ���
����� ������������� ���

(KI)t =

(
K �� t ∈ I

0 �����

���� ���� ����������� ������� (KI)t → (KI)t′ ���������� �� K �� t, t′ ∈ I
�� ������������� ����� ������ I ��� ������ �� ������� �� KI �

��� �������� ��� ������� �� ����������� ��������� ���� ��������� ���
���� ���� ��� ������� ������������

�������� ���� � ������� ��� ��� ������� ����������� ���� ��������
���������

�� ������ ���� �� �������� �� ��������� �� ������������� �� �����
������� ��� ������� �� ������������ �� �������� ���������� ��� �� ����
���������� �������� �� ���� ����������� ��� �� ������ �� �����������
��������� ��� ��� �

��������� ����� � �� ������ �� ����������� M ��� �������������
�� ��������� ���� ����� �� dimMt < +∞ ���� ���� ������ t ∈ T �
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�������� ��� ���������������� � ���� ������ �� �����������
��� M ������ ��� �� �������� ���������� ������� T �� ��������� ��
��� ����� ������� ���������������� ���� �� ������ ����� �� ������
�� ������ ���� ������������� ����� ���� ������ ����� ��� �� ������
����������� ����� ������������� ��� ������ � ������������ �� ��������
��������� ���� ��� �������

������� ���� � �� ������ �� ����������� M �� ��������� ���� ���
���� ��� T = {1, 2, 3, 4, 5}� �� ��������� ����� ���� �

M ∼= K{1,2} ⊕K{2,3,4,5} ⊕K{4,5}

���� �� ��� ����������� �� ������������� �� ��� ����������� ���� ���
�������� ��� ������������ �������� �� M � ��� ���� ����������� ���� ��
��� ������� ���������� ��� �������� ����� ��� �� ������ ������ ����������
���� �� �������� �� ������������� ��� �� ��������� ����� ������ ���
������� �� ����� ���� ��� ������� �������� �� M ��� ���� �����������
����� ����� �� ���� �������� ������� ��� �������� �����������

�������� ���� � ������� T = R� ��� ����������� �������� ��� ����
������ ���� �� ������������� ������� ���� �������� ������������� ��
������� ���� ��������� ���� ��� ����������� �� �������� �� ��� ���� �����
������ � ���� ������������ � ������ ��� �����������

��������� �� �� ������������� ���� �� �������� ��� �������� ��
����������� ����� ��� ����������� �������� ��� ���������� ���� ��������
�� ���� ����� ������ �� ����������� �� �������

��������� ����� � ���� �� ������ �� ����������� ��� M � �� �����
������ �� M � ���� B(M)� ��� �� ������������� ��� ����������� ����
����� ��� ��������� ���� �� ������������� �� M � ������� T = R
���� �� ������� ������ �� ��������� �� ������������ ���� D(M)� ���
�� ������������� �� ������ (a, b) ���� �� ���� ������ R×] −∞,+∞]
������������� ��� ����������� [a, b]� ]a, b]� ]a, b[ �� ]a, b[ �� B(M)�

�� �������� �� ������������� �������� ��� �� ����������� ��� ��
��������� ������� ���� ��� ������� �� ����������� ��� ������� ��� T ⊆
R� �� ������ �������� ����������� �� ����������� �� ���� �� �����
����� ����� ����� ����� ���������������� �������� �� �� ��������� �� ���
����� �� ������� ����� �� ����������� �� ����� ��������� ���� ������
�������� �������� �� ����� �� ���� �� �������� � ��� ���� ���� ����
��� ��� �������� ��������� ����� ������� �� ������������ ��� ��� ������
������ ���������� �� �������� �����������
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�������� ���� � ��� �� �� ������ �� ��������� �� ����������� ���
���� �� ��� �� T = R ��� ���� �� ��� ������� ��� ���������� ���������
�� �������� ��� ����������� �� ���� ��� �������� ������� �� �������
������� ������ ��� �������� ����� � �� �������� ��� ���� ���� �� ���
�� T = R� �� ��������� �� ����������� ����� ���� ���������� �� �����
������ ��� �� ���� ������������� ��� �� ��������� ������� �����������
�� ����� ��� ������������ �� ������������ �� ��������� �� �����������
����� ��� �� ��������� ������� ��� ������� �� ����������� ����

�������� ���� � ���� �� �������� �� ��������� ���� �� ����� ���
���� ������� �� ������ �� ����������� ��� ����� �� ��������� ����
�� ��������� ��� ����������� ����� �������� f : X → R �����������
�� �������� ��� ������ ����� ��� �� ������ �� ����������� � �� �����
������ ���� ������ � �� ����� ��������� ��� ��� ������� ����������� ���
����������� �� f ������ �� ��������� ����� ���� �� ��� �����������
�� ����������� �� ����� 0� ����� ��������� ������� � ���� ��� ��� ����
������� �� f ��� ������ �� ������ ��� �� ����������� ��������
��� ���� ����� ��������� ��� �������� ����� ����������� ��� ������ ���
���� ����� �� ������� �� �������� �� �� ������������ � ������� �� �����
������ ������ ��� ����������� �� ����������� �� ������ ��� �����������
�������� ��� ��� ���� ��� ����������� �� f � �� ��� ���� ��������� ��
������ ���������� ��� ��� ���� �� �� ���������

������� �� �������� �� ������������� ���� �� ��� �� T ��� ���� �
��������� ��� T ��� ���� ���� � {0, 1, · · · , l} ���� ����� �� �����������
����� ���� ������� �� ���� �� ������� ���� �� ���� ������� ����
������ �� ����������� M ��� �� ������ N������� M̄ ��� ���������
������� ��� ��������� K[x]� �� ����� ��������� ������ �� ����������
�� ��������� ���������� ���� �������� ��� ���� ���� ���������� M̄ ��
���� ��� ������ N������� ��� K[x] ���� �� ������� ��� �������������
�� M �� ���� ��� ������ �� ������������ ����� �� ��� ���� ������ �����
�����������

���� ���� �� ������ �� ����������� M ��� ������ ��� T � ���� ��
������������ �� ������ �� ����������� M ′ ������ ��� N ������ � ��
������� ���� ���������� ��� ��� ������������ �������� ���������� ���
������������� ������� �� �������� l� �� ������������ ��� ����������
�� ���������� ����� ��� ������ ������� �� ����� l ���� M̄ ���� ���
�������������� �� ��� �������� ��� M̄ ��� �� ���� ��� �� ���� ���
������ ������ ��� �������� K[x]� �� ������� ����� ���������� �� ����
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���������� M̄ �� ��������� �� �������� ��� �������� ����������� �� ����
��� �� ������� ������� (4)� ��� ���� ����� �� ������������� �������� �

M̄ ∼=
M

j∈Jlibre

xaj ·K[x] ⊕
M

j∈Jtorsion

xaj ·
�
K[x] / xdj ·K[x]

�

�� �������� ����� ������� ���� �� ������������� ��� �� ������ �����
�� M̄ � ��� �������� ��� ����������� ���������� � ������ �����������
���� �� ������������� �� ������ �� ����������� M � �� �� �����
[aj ,+∞[∩T = {aj , · · · , l} ���� 0 ≤ aj ≤ l� �� �������� �����
������� ���� �� ������������� ��������� ��� �� ������� �� ������ M̄ �
��� �������� �� ����� ��� ����������� ���� �� ������������� �� M � ��
�� ����� [aj , aj + dj [= {aj , · · · , aj + dj − 1} ���� 0 ≤ aj < aj + dj ≤ l
� ����� �������� ��������� �������� �� ���� ��� ��� ���������� �� �����
������ ������� �� ����� l ���� M̄ ���� ��� ��������������

������ �� �������� ��� ���� �� ��� ����������� �� T ��� ��� �������
����������� �� �������� ��� �������� ����������� ���� �� ��� ��������
�� �������� ��� �������� ���� ������� �� �� ������ ���� ��� ������ ��
������� ��� ��������������� ���������� ���������� ���� ��� ������ ����
� ���� ��� ������� �� ������ �� �������������� �������

���� ������ ��� ������������� � ���� ����� ��� ������� �� ��
����� ���� �� ����� ����������� ���� �� ������ ��� ��������� �����������
�� �������� ���� ���� �� ������� ��� ������ �������� ���������� �
�� ������ ��� �� ��������� �

∅ = X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xl = X

���� ����� �� ����������� �� ������� �� ���� ��� ������ ���������
Xi−1 ⊆ Xi ���� �� �������� ���������� � ������� ���� ������ ����
����� σi ���� �� ��������� ������ ���� �� ���� ��� ��� Xi ���� ������
����� ��������� ������������ σi ���������� ���� �� ��������� ������
���� ��� ������ ��� ����� ���� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ����
��� ���� ��� ������� ������������ �� �������� ���� ������ ��� �������
�� ����� �� ������

��� ����� ������ ���� ������ �������� ��� ����������� ��� ������� ��
����������� ������� �� ��������� ����������� ��� �� ��������� ���� ����
��� ������ ����������� � �� ����� �� ������� ��� �� ���� �� ���� ���

�� ��� ������ ������������ ��������� �� �������� ��� �������� ���������� ����

�� ��� ���� ������ ��������� ������ ��� �� ��������� �� ����� �� ����� �� ��

������� ����� ������������ ���� �� ������� ���� �� ��� ������� �� ������ ���

��������� ��� ���� ��� ���� � ������� ��� ��� ������ ��������� ���� ���� ����������
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1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 1
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1 2 3 4 5 6 7
1 1
2 1 1
3 1
4 1
5 1
6 1
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������ ��� �� ���� � ��� �������� ������ f ��� �� ��������
���������� X� �� ��� � �� ������� ��� ���������� �� ���� ��
���� ��� ������ �� X ��������� �������� ����� ��� �������
�� f � �� �� ������� ������� ��� �� ����� �� ����� ���������

����� �� ������ �� ����������� ����������� ������� ����� �� �������� ���
�� �������� ��� �� ������ ��������� ���� ��� ���� �� ���� �������
������� ��� ��� ��������� ������ ��� �� ��������� ���� �� ������
������ �� ����� �� ����� ���� ������� ��� �������� ��� ���������� ��
����� ����� ��� ������� ���������� ��� �� ������� ���� �� ����� �� �

�� �� ��������� ���� ������� �� ������� D ��������� ��� ��������
��� ���������� �� ���� �� ���� ��� ������ �� �������� ���������� ���
��� X� ������ �������� σi ����� ���� � ���������� ��� ����� �� ���
������� ���� D� �� ��� ��������� ���� ��������� ��� ������� ����������
���� �� ���������� �� ������ di �� ��������� �� �������� σi� ��������
Di,j �� �� ������� ��� ����� �� di ̸= dj − 1� ����� ���� ��� ����� � ��
���������� �� ������� ∂dj (σj) �� ���� �� ����� σi ���� �������� ���
������� Cdi(X)� ����� K = Z/2Z� ���� ������� � ���� ��� Di,j ����
1 �� σi ��� ��� ���� �� σj �� 0 ������

�� �� ������ �� ������� D � ��� ����� ���������� �� ���������
���� ������� ������� ��� ������ �� ��� ��������� �� ����� ����� �������
��������� ��� ��� ������ ��������� �� ���� ����� ������������� ������ ���
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���������� ��� � ���������� �� ��������� ��� ����� �� �����

������� � ������� D �� ������ l × l � ���������� ���� K
���� j ������ �� 1 � l �����

���� ��� ∃i < j ��� ��� ��������(i) = ��������(j) ̸= 0 �����

D.,j ←− D·,j − ���(j)
���(i) D·,i

���

���

������ � �� ������� D �������

�� ����� �������� �� ���� ������� �� �� ����� ���������� � �� ���������
��� ��� ������ �� ������� ���� ��� ��� ������ ����������� ���� ���������
��� ����� �� �������� ��� ������� ���������� �� ����� �� ����� �������
���� ������������ ���� �� D·,i ������� �� ������� �� D �������� i� ��
�������� ��������(i) ������� �������� �� �� ����� ��� �������� �� ������
�� ����� �� D·,i ��������� ������ �� ���� ������ ���� �� �������� ������
������� �� ������ �� ����� �� D·,i ���� ������ ������� ����� �������� ���
���������

�� ��� ���� �� ������� D ������� �� ����� ����������� ��� ������ ���
�������� �� ����������� ������� ��� ��������� �� X� � ������ ������ ��
����������� �� �� ��������� ���� ���� ������� ���� ������������ � ����
����� ����� � �������������� ����� ����� i �� ����� ������� j ����������
�� ����� �� ��������� (σi,σj)� ��� �������� ������������ [i, j) �� �����
di ���� �� ������������ ��� ��������� ��������� ���� ������ ������
����� � ���� ���������� ��� ����������� ������ �� ����������� � ����
������������ �� �������� σk �������� ������������ [k,+∞) �� ����� dk�

������� ���� � ������� �� ��������� ��� ������������ �� �� �����
���� �� �� ����� ��� ��� ���� �� ������� ��� ���������� �� ���� ���
������ �� ����� � ������ ��� ������� ��� ������ �� ��������� (2, 4)� (3, 5)
�� (6, 7) � ��� �� �������� ������ �������� ���� �� ������ �� f ����
����������� ��� f ��� ���������� ��� ������ ���������� ��� �����������
�������� � [2, 4) �� ����� 0� [3, 5) �� ����� 0� �� [6, 7) �� ����� 1� ��
����� �� �������� ����������� ��� 1�� ��� �������� ������������ [1,+∞)
�� ����� 0 ���� �� ������������

����������� �� ����������� � �� ��� ����� ��� ��� ������ � �� � �� ��
������� ���������� ����� ������� � �������� �� ����� ���������� �� �����
�� ���� ��� ������� � �������� ��� ��� ������������ ��� �������� ��
���� �� �� ������ ������� ���� ���� ������������� ��� ��� ���� ���� ��
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������ ���� � ���� �� �� ������� D·,j � ��� ����� ��� ������ �� ������
��� ������� ���������� ���� �� ������� ������� � ���� ��� D·,i � ���
����� � �� ���� ������� ��� D·,j ����� �� ���� � ����� ������ �� �����
�� D·,j ������� ����������� ���� �� ������� � ������ ���� � ���� ��
��������� �� ��� �������� ��� �� ������ ������������ �� �� ������ �������
� ������ ��������� �� �� ������ ������� ��� �� ���� �� ������ �� �������
���� l� �� � � ���� �� ����� O(l2) ����� � ���� �� ��������� ������� ��
����� O(l)� �� ��� �������� �� ����������� �� ������������ ��� ����
��� ���������� �� ����� ���� �� ���� ��� �� O(l3)� ����� ��������
������ ��� ����������� ��� ������ � �� � �� �� ��������

����������� � ������� � �� �� ������� �� �������� ����� ����� ����
��������� �������� ��� �� ����� �� ����� ������� � ������� � �������
���� �� ������� D �� ����� ���������� ��� �� ���� ���� ������ ����
�� ������ ��� ��� �������� �� ����� �� �� ������������� �� � ����
��� ������� ������� �� ���� ����� �������� ���� �� ����� ���� � ��
���������� ��� ���������������� �� �� ��������� �� �� ������� D �������
�� ������ �� ����������� � ������� � ��� ��������� ���� �� ���������
��� �� ������ �� �� ����� ��� ��� ��������� �� ���� ������� �����������
� ���� ��� ������� ���� ��� ����� ����� ������� ����� ���� ����
������������ �� ������ ����������� ��������� ��� ������

������������ ��� �� ��������� �� ������� ���� ���� �� �����
������������ ������������� �� ������������� Y �� �������� �������
���� ����� X� �� ���������� ��� Y = X0 = ∅ �� �� ��������� ���
Y = Xl = X� �� �� ���������� ��� ������� ����������� �� Y ���� ��
���� �� ���������� � ������ ���������� Y ������������ �� Xj−1 � Xj

��� ����������� �� �������� σj � �� ������ �� ������������ �� ������
���� �� �� ������� �������� j ���� D ��������� �� ����� ������� ���
������������ ���������� ��� �������� �� D ������������ ���������
�� ��� �� ���� ��������� �� �� ���� �� σj ��� ���� ��������� � ����
���� Xj−1 �� ��� � �� ����� �� ��� �������� D·,j ������� � ������ �����
����������� �� σj ���� �� ������� ����� �� ��������� �� ����� dj
���� Y � ����� �������� ��� ������� � ������ ����������� �� σj �������
�� ����� �� ��������� �� ����� dj−1 ���� Y � ���� ����������� ��
����� ���� ������������ ��� ����������� �� �������� σi ���� �� �����
�������������� ���� �� ������� �������� �� ����� �� �� ������� D·,j
����� �� ���������� �� ����� (σi,σj) �������� ���� ������������ ��
����������� [i, j) �� �� ����� ���� �� ����������� �� ����� di = dj−1�
� �� �� �� ������������� ���� ������� σk ����������� � ����� ���� ��
��� ���������� �� ����� �� ����� dk ��� ��� ������ ��� ������� ������� �
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�� �������� �������� ���� ������������ �� ����������� [k,+∞) �� ��
����� ���� �� ����������� �� ����� dk�
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